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Vorwort. 

Mit dem Erscheinen des vorliegenden siebenten Bandes ist 
nunmehr das bereits im Jalire 1878 für die Herausgabe der Ja- 
co bischen Werke entworfene und in der Vorrede zum ersten Bande 

mitgetheilte Programm vollständig zur Ausführung gelangt*), und 
ich habe nur noch die willkommene l^flicht zu erfüllen, meinen 
Mitarbeitern an dem ohne Zweifel von allen Mathematikern freudig 
begrüssten, aber mühsamen Unternehmen, insbesondere aber Herrn 
Hettner, der mir die Sorge für die Herausgabe der beiden letzten, 
die meisten Schwierigkeiten darbietenden Bände abgenommen hat, 
meinen aufrichtigen Dank auszuspreelien. 

Berlin, im October 1891. 

Weierstrass. 



*) In Rütrelf des vorläufig noch Kuriickgestelitcii „Canon avithmctlou.s" 
auf das in den Anmerkungen «um sechsten Bande, S. 433, Gesagte. 
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EULP]RI FORMüLÄE DE TRANSFORMATIONE COORDINATARÜM. 

Crclle Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 2 p. 188 — 180. 

i: Cum nuper animi causa pluriina commentaiiorum Academiae Petro- 
politanae volumina perlustrai-em, incidi in commentationem Eulerianam in- 
scriptam: Foi'mulae generales pro translatione quacimqiie corporum rigidorum, 
quae in tom. XX nov. comm. a. 1775 legitur. Quas ibi exhibet ille de trans- 
fonuatione cooi'dinatarum formulas, cum iiec inelegantes sint et minus cognitae 
eaae videantui-, hoc loco referam. 

Duo coordinatarum systemata rectangularia esse supponuntur, quae initio 

gaudent communi; vocentur alterius eoordinatae x, y, z, aiterius p, q, t; atque sil 

äs = ap-\- ßq+ yr, 

y = a'p-\- ß'q-\-y'r, 

z = a"p-<rß"q-\-Y"': 

Notum est, inter novem coefficientes «, /i etc. sex intereedere relationes. 

ita Lit per quantitates tres exprimere liceat omnes. Eulerus in commentatioiie 

noduin a tribus angulis >/, )j', r/' 



COSJJ, 
'."cOSTj". 



memorata iiove 


m illas quantitates hijne in 


pejidere docet. 


Ponit ille 






a = ,mt, 


o'=cosi- sin,, 




ß = siaC, 


^■ = co»£'siu,', 






/ = cosr'nin,", 



probat, iieri 



<tos(fj — i/}cos((/ — »'/'}coa(j;" — r;) - 
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euler: FORJIÜLAE de TRAN.SFOinrATIONE COORDINATARUM. 



tgi: = - 


A 


«■ = -W-,)' «" = 


iieri etiani 


siut 






= ^VcotgCV'-iI )ci)tg(.i -v'), 




sinS' 


= -1/C0tg(, -,' )Mtg(,' -V"), 




sin£" 


= —Yatgiri' — ^")cotgCr,"— if ) 



A 



qui et ipse per initiura cominime transit, circa quem ita rotari possit alterum 
systema, ut in situm alterius perveniat. Neque tarnen in illa commentatione 
formnlas huc pertinentes exhibere valet, sed rem in alia commentatione in- 
scripta: Nova methodus motiim corporum rigidonmn determinandi retractat; in- 
vitaverat etiam ad suscipiendum negotium ingeniosum eius amicum Lexell, qui 
de eadem re agit in commentatione inscripta: Theoremata nonmdla generalia de 
translatwne corpoi'um rigidorum. Uti-aque commentatio in eodem tomo XX le- 
gitur. Sit angulös gyrationis <p; axis, circa quem gyratio fit, cum axibns co- 
ordinatarimi x, y, z resp. fonnet angulos «, Ä, c, imde 

cos(icosa-Hcos&cos&+cosccosc =; ]. 

Gyratione traiisacta, axem tmv x ad axem twv p, axem roJv y ad axem 
raiy q, axem twv z ad axem Tmv r pervenisse supponitur, ita ut axis gyra- 
tionis cum axibus coordinatarum p, q, r eosdem formet angulos a, b, c. Nee 
non ubi per axem gyrationis duo ducantur plana, quae per axes tiov x et xiäv 
P transeuntj duo, quae per axee twv y et twv q, duo, quae per axes tdir z 
et Twv r transeunt, bina eiusmodi plana formabunt eimdem angulum (p, 

[Jterque invenit post calculos satis prolixos formulas sequentes: 

c = cosysiü^ö+cos^a, 

n' = sinycosc -|-go8« cos?'(l — cosy), 

«" = — siugocosö +c03<jcosc(1 — cosy), 

ß' =■ cosysin^Z'+cos^ö, 

ß" = aid^jcosa+cosö C0Hf(l — ws<p), 

ß = — sin</) cosc -i-c<}sbmsa(l — cos^), 

y" = coscpsinV+cos^fl, 

Y ^=^ sinyoosö H-cosc cos«(.l — cos^), 

y' = • — s'my cosa -i- conc cosi(l — cosy). 
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EULERI POEMULAE DE TRANSFORMATIONE COOllDINATARUM. 

Notentur adhuc relationes sequentes: 

ci+ß'-i-y" = l+2Gosg), 
quam formiilam ex elegantissimis esse censeo, 

a' —ß = 28in5pcosc, «' -]-ß = 2cosacosZ'(l — coay), 

ß" — y' —Ssinycoso, ß"-^Y' = 2oos5(!osc(l — costf), 

y — ß" = 28in9)00si, / +«" = 2cosccosra(l — cosy), 

a'a'^ßß ^ß"ß" — y'/ = yY — k"«" = 4cosßcosöcoscsiiiy(l — cosy), 

y+K" a'+ß >"+/ 

= 2(H~cosy)=l^ß+i3'4-/' 
etc. eto. 

Detiionstrationes, quas illi VV. GIl. dedeniiit, hodie eiegantidi'es reddi 
possunt. Hic_ tarnen rem tantummodo indicatam volo, atque iiivat, Ibraiulas 
maxime memorabiles oblivioni eripuisse. 
Regiom., Jnnii 1827. 
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THEOREMi'. DE GEOMETRIE. 
Ci'fillo .Tüurnal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 6 ]i. 2Vi. 

Supposons qu'un angle mobile et de grandeui- donn^e touche constamment 
une m^me courbe donnee; soit P un des points de la courbe döcrite par le 
sommet de l'angle et soient A, B les points de contact de la courbe donnee 
qui r^poiident ä ce point: la nonnale menöe au point P h ]a courbe dtoite 
par le souimet de l'angle mobile passera pai- le centre du cercle circonserit au 
triangle PAB. 

Si l'angle mobile est droit, la normale passera par le milieu de la corde 
de contact AB. On en tii'e aisement le th^orerae connu, que la courbe decrite 
par le sommet d'un angle mobile droit, dont les cotes touehent constamment 
une conique, est un cercle concentrique a cette courbe. 
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AUSZUG- EINES SCHREIBENS VON C. ih J. JACOBI AN J. STEINER. 
Crelle .lomnal für die reine iiiicJ angewandte Matliematilf, Bd, 12 p, 137—140. 

Ein Satz, den ich Dir frfthei' mittheilte, heisst in seiner Vollständigkeit: 

1. „Sind z'ioei Flüchen zvieüen Grades, ein EUipsoid und ein einfaches 
Hyperboloid, confocol, d. h. habest ihre Hauptschnitte gemeinschaftliche Brenn- 
punkte, und legt man aits irgend einem Punkte K des Hyperboloids einen Be- 
ruhnmgskegel (K) an das EUipsoid, so sind die durch denselben Punkt gehenden 
zwei Strahlen des Hyperboloids die Brennlinien dieses Kegels (K)-'' 

Dieser Satz scheint mir nicht ganz unwichtig zu sein. Er lässt sich 
noch allgemeiner auffassen und dann mit einem reciproken Satze zusammen- 
stellen. Auch gestattet er viele Folgerungen für interessante specielle Fälle. 
Z. B. ein Corollar ist: 

2. „Dass die aus irgend einem Punkte K an eine Schaar confocaler 
Flächen zweiten Grades gelegten Berührungskegel dieselben Brennlinien und die- 
selben Axeii haben.'- 

Ein besonderer Fall, den ich erwähnen will, heisst: 

3. „ Wenn man aus einem Punkte K der Ebene derjenigen Hyperbel h, 
welche nach Deinem Satze der Ort der Scheitel aller geraden Kegel ist, die sich 
einem EUipsoid umschreiben lassen'^), an das EUipsoid E einen Berührungs- 
kegel legt, so sind die aus dem Punkte K an die Hyperbel h gelegten Tangenten 
die Brennlinien des Kegels." 

sLiegt der Punkt K auf der Hyperbel h, so vereinigen sich die Tangenten 



') Sielio Bd, 1, S. 47 des Crclleschon Journaly. 
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8 AUSZUG EIKES SCHREIBENS VON C. G. J. JACOBI AN J. STEINE«. 

in eine, oder die Brmnlinien fallen zusammen, imd der Kegel wird gerade'", 
\YeIches Dein Satz ist. 

Der entgegenstehende oder reciproke Satz lieisst: 

„ Wenn irgend eine Fläche zweiten Grades, F, und irgend ein Punkt, M, 
gegeben sind, so gieht es, im Allgemeinen, eine Schaar gerader Kegelflächen 
(zweiten Grades), deren Scheitel im Funkte M liegen, rvnd welche die Fläche F 
in. ebenen Curven (Kegelschnitten) schneiden: die Ebenen aller dieser Curven 
schneiden einander in irgend einem Punkte N und umhüllen irgend eine Kegel- 
fläche zweiten Grades, (N)-" 

„Legt man durch den Punkt N eine beliebige Ebene, welche die Fläche F 
in einetn Kegelschnitte k und die Kegelfläche (N) in zwei Strahlen a, b schneidet, 
so hat die Kegelfläche (Mk), die durch k geht und de^-en Scheitel in M liegt, die 
Ebenen (Ma), (Mb), welche der Punkt M mit den Strahlen a, b bestimmt, zu 
Kreis-Ebenen, d. h. jede andere Ebene, welche mit einer derselben parallel ist, 
schneidet die Kegelfläche (Mk) in einem Kreise." 

Der Satz, den Du ehemals bei Deinen Untersuchungen Über einander 
berührende Kugeln gefunden hast, und der später von französischen Mathe- 
matikern bekannt gemacht worden ist, nämlich der Satz: 

4. „Dass, wenn von zwei Kegelschnitten (einer Ellipse und einer Hyperbel) 
jeder die Brennpunkte des anderen zu Scheiteln- hat und ihre Ebenen zu einander 
senkrecht stehen, dass dann jeder der Ort der Scheitel aller geraden Kegel ist, 
welche den anderen zur Basis haben, und dass jede zwei Punkte des einen 
räumliche Brennpunkte des anderen sind; d. h. nimmt man in der Hyperbel 
irgend zwei Punkte an, so ist die Summe oder die Differenz ihrer Entfernungen 
von jedem Punkte der Ellipse constant, je nachdem sie in verschiedenen oder in 
demselben Zweige der Hyperbel liegen; und umgekehrt sind je zwei Punkte der 
Ellipse so beschaffen, dass die Differenz ihrer Abstände von jedem Punkte der 
Hyperbel constant ist, u. s. w." 

folgt leicht aus dem Ivoryschen Satze über Flächen zweiten Grades, deren 
Hauptschnitte confocal sind. Auch folgen aus dem Ivoryschen Satze noch 
andere Sätze über Erzeugung der Flächen und Linien zweiten Grades, welche 
einander analog sind, und welche die Eigenschaften der Brennpunkte, in einer 
Hinsicht, als besondere Fälle in sich schliessen, nämlich nachstehende Sätze: 

5. „ Werden im Räume irgend drei feste Punkte a, b, c und irgend drei 
andere, jenen bcziehlich entsprechende, feste Punkte A, B, C angenommen, und 
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AUSZUG EINES SCHEEIBEKS VON C. G. J. JACÜBI AN J. STEINER. 9 

wei'den in Rücksicht auf diese Fundamentalpunkte andere entsprechende Funkte 
X, X so bestimmt, dass ihre Abstände von jenen respective gleich sind, d. h. 
dass xa == XA, xb =^ XB, xc = XC, so hat man ein Correlationssystem, worin 
der Funkt X irgend eine Fläche zweiten Grades beschreibt, wenn der Punkt x 
sich in einer Ebene bewegt; und auch umgekehrt.'' 

6. „ Werden in zwei verschiedenen Ebenen (oder auch in einer Ebene) 
zwei Faar feste oder Hauptpunkte a und b, A und B angeiwmmen, und werden 
sofort die übrigen Punkte der Ebenen dergestalt auf einander' bezogen, dass je 
zwei entsprechende Funkte x und X von den respectiven Hauptpunkten gleiche 
Abstände haben, so dass ax = AX und bx = BX, so hat man ein Beziehungs- 
system, wobei jeder Geraden in der einen Ebene ein Kegelschnitt in der anderen 
Ebene entspricht, d. h. bewegt sich z. B. de?- Punkt x in irgend einer Geraden g, 
so beschreibt der entsprechende Funkt X einen Kegelschnitt G." 

Diese Sätze, (5) und (6), scheinen mir za vielen Untersuchungen Anlass zu 
geben, wozu ich jedoch vor der Hand nicht kommen werde. Eine nähere Dis- 
cussion des letzten Satzes (6) giebt z. B. sogleich folgende Resultate: 

7. a) „Bewegt sich der Fmkt x in der Fundamentalaxe ab selbst, so be- 
schreibt X einen Kegelschnitt, der die Hauptpunkte A, B zu Brennpunkten hat, 
und dessen erste Axe der Geraden ab gleich ist''; welches der bekannte Satz über 
die Brennpunkte der Kegelschnitte ist. 

6) „Die eine oder andere Axe des Kegelschnitts G, welcher einer beliebigen 
Geraden g entspricht (6), liegt in der Fundamentalaxe AB." 

c) „Man denke sich in der ersten Ebene denjenigen Kegelschnitt k, welcher 
der Hauptaxe AB entspricht, und mithin die Hauptpunkte a, b zu Brenn- 
punkten hat (a): 

«) Ist die Gerade AB grosser als ab, so ist k eine Ellipse, und dann 
entspricht der Geraden g eine Hyperbel G, deren erste oder zweite Axe in der 
Fundamentalaxe AB liegt, je nachdem die Gerade g den Kegelschnitt k schneidet, 
oder nicht; berührt sie ihn, dann besteht der Kegelschnitt G aus zwei Geraden, 
die sich in irgend einem Funkte der Hauptaxe AB schneiden und mit dieser 
gleiche Winkel bilden; ist 2(aby^{ABy, so giebt es zwei bestimmte Richtungen 
für die Gerade g, wo ihr gleichseitige Hyperbeln G entsprechen, und zwar 
sind die Asymptoten aller dieser gleichseitigen Hyperbeln einander paralkl, oder 
diese Hyperbeln haben zwei unendlich entfernte gemeinschaftliche Funkte. 

ß) Ist die Axe AB kleiner als ab, so ist k eine Hyperbel, und alsdann 
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entspricht der Geraden g eine Ellipse G oder eine Hyperbel G, je nachdem die 
durch den Mittelpunkt der Hyperbel k mit g parallel gezogene Gerade g^ im in- 
neren oder äusseren Asymptoten-Winkel dieser Hyperbel liegt; ist g insbesondere 
mit einer Asymptote der Hyperbel k parallel, so ist G eine Parabel; ebenso giebt 
es zwei bestimmte Richtungen für die Gerade g, wo ihr immer eine gleichseitige 
Hyperbel G entspricht." 

d) „Steht g auf der Hauptaxe ab senkrecht, so entspricht ihr allemal eine 
Gerade G (eigentlich zwei vereinigte Gerade), welche zu der Äxe AB recktwin^ 
kelig ist; u. s. w." 

e) „Ist g (statt einer Gerädert) eine Curve vom n"" Grade, so entspricht 
ihr eine Curve G vom 2n'^ Grade; u. s. w." 

Aehnliche Resultate folgen aus dem ersten Satze (5). Im Strahlbüschel 
im Räume, oder auf der Kugelfläche, findet ein Satz statt, welcher dem vor- 
stehenden (6) analog ist, und zwar findet er da, nach dem Principe der Reci- 
procität, in doppelter Gestalt statt. Uebrigens lassen sich auf diese Weise auch 
noch andere Beziehuiigssysteme aufstellen, wenn man statt der obigen einfachen 
Grundbedingungen, (5) und (6), andere annimmt. 

Der Ivorysche Satz zeigt ferner, dass die Curve von doppelter Krüm- 
mung, in welcher zwei Flächen zweiten Grades einander schneiden, auch räum- 
liche Brennpimkte haben kann, und dass es also z. B. für jede Krümmungscurve 
des Ellipsoids zwei bestimmte feste Punkte giebt, die leicht zu construiren sind, 
von der Beschaffenheit, dass die Summe ihrer Distanzen von jedem Punkte der 
Curve constant ist, worauf sich eine leichte organische Erzeugung der Krüm- 
mungscurve gründen lässt; u, s. w. 
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OrelJc Journal für die reine und angewandte Mathematik, RH, 14 p. 56 — 63. 



Man denke sieh an drei auf einander folgenden Punkten einer Curve dop- 
pelter Krümmung F, P,, I\ (Flg. 1) die Noiinal-Ebenen und ihren gemein- 
schaftlichen Durchschnitt K, welcher der Mittelpunkt der Schmiegungsltugel ist, 
d. h. der Kugel, welche mit der Curve eine Berührung dritter Ordnung hat; 
es seien ferner KC und KCi die Krümmungs-Axen des ei'sten und zweiten 
Punktes, d. h. die geraden Linien, die im Mittelpunkte des Krümmungskreises 
auf seiner Ebene, der Schmiegunga-Ebene, senkrecht stehen; diese können als 
die Durchschnitte der ersten und zweiten, und der zweiten und dritten Normal- 
Ebene betrachtet werden: sie gehen daher beide durch den gemeinschaftlichen 
Durchschnitts pnnkt K der drei Normal-Ebenen, und die durch sie gelegte Ebene 
ist die zweite Normal-Ebene selbst. Es seien ferner C, C, die dem ersten und 
zweiten Punkte P und Pj entsprechenden Mittelpunkte der Krümmung, und 
daher PC und PiCj die diesen Punkten entsprechenden Krümmungshalbmesser. 
Die Ebene der gezeichneten Figur, in welcher diese 
Linien und Punkte dargestellt sind, ist also die an 
den zweiten Punkt Pi gelegte Normal-Ebene; das Ele- 
ment der gegebenen Curve P^P^ hat man sich in P, 
senkrecht auf dieser Ebene zu denken. Es ist noch 
P^K der Halbmesser der Schmiegungskugel, CC^ das 
Element der Curve der Krümmungsmittelpunkte; 
C,P,C = CiKC der Winkel, den die zwei auf einander 
folgenden Schmiegungs-Ebenen PiP^C und P^P^G^ mit 
einander bilden, oder zwei auf einander folgende Tangenten der Curve der Mittel- 
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punkte der Sclmiiegungskugeln; F,CP gleich dem Winkel, den die beiden auf 
einander folgenden Tangenten PP^, P^Bj mit einander bilden, da CP, CP^ in 
der durch sie gelegten Ebene PPjP^C auf ihnen senkrecht stehen. 

Man bezeichne mit (CP,C,Pj') den Winkel, den zwei auf einander fol- 
gende Krümmungshalbmesser mit einander bilden, so hat man, da CPj die senk- 
rechte Projection von CjPj auf die Ebene CP^P ist, die Gleichung 

cos(CP, CjPj) = MsC,-PjC.cosPjCP, 
woraus, da die Winkel unendlich klein sind, folgt 

(6',P,, CPy = C^P^C''+P^CF\ 

oder der bekannte Satz, dass das Quadrat des Winkels, den zwei auf einander 
folgende Krümmungshalbmesser mit einander bilden, gleich ist der Summe der 
Quadrate der Winkel, die zwei auf einander folgende Schmiegungsebenen und 
zwei auf einander folgende Tangenten mit einander bilden. 
Aus der gezeichneten Figur folgt ferner der Satz: 

„Wenn man über dem Halbmesser der Schmiegungskugel als Durch- 
messer in der Normal-Ebene einen Halbkreis beschreibt, so berührt er die 
Curve der Mittelpunkte der Krümmung." 
In diesem Halbkreise liegen die vier Punkte P^, C, C,, K; der Bogen CCi ist 
daher gleich seinem Durchmesser P^K mal dem Peripheriewinkel C^P^C, der 
Über diesem Bogen steht. Man hat daher den Satz: 

„Das Element des Bogens der Gurve der Krümm ungsmitteipunkte ist 
gleich dem Halbmesser der Schmiegungskugel mal dem Winkel der Schmie- 
gungs-Ebenen." 
Man hat ferner in dem Kreisviereck P^CC,K 

g; cp^ = 2 r — c; kp, = u+ c\ p, k ; 

üelc; C, auf die andere Seite von (7, so wäre 

C; 6'P, = 6', ÄP, = P — C. /■•, K ; 
woraus der Satz folgt: 

„Die Winkel, welche die Tangent-e an der Ourve der Krümmungs- 
mittelpunkte und der Halbmesser der Schmiegungskugel mit dem Krüm- 
mungshalbmesser bilden, ergänzen sich zu einem Rechten." 
Man darf aber aus vorstehendem Satze nicht schliessen, dass die Tangente an 
der Curve der Krümmungsmittelpunkte und der Halbmesser der Schmiegimgs- 
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kugel auf einander senkrecht stehen, sondern ihre Lage ist so, dass 

„der Winkel, den die Tangente an der Ourve der Krümraungsmittelpunkte 
und ein vom Mittelpunkte der Krümmung auf den Halbmesser der Schmie- 
gungskugel getalltes Perpendikel mit einander bilden, und der Nebenwinkel 
desselben von dem Krümmungshalbmesser und der Krüramungs-Äxe halbirt 
werden," 

Will man noch die Differenz zweier auf einander folgenden Krümmungs- 
halbmesser wissen, so fälle man das Perpendikel CB von C auf PjC^ so wü-d, da 

diese Differenz 

Cj B = C6\ . cos 6'C; F^ = CG, . cos C-ffP, = CC^ . sinKP, C 
r^ KP^.smKP/J.sinC^P^C^ KCsinC^P^C, 

oder 

..Die Differenz zweier auf einander folgenden Krümraongslialbmesser 
ist gleich dem Elemente des Bogens der Gurve der Krümmungsmittel punkte 
mal dem Cosinus des Winkels, den es mit dem Krümmungshalbmesser 
bildet, oder dem Sinus des Winkels, den der Halbmesser der Schmiegungs- 
kugel mit dem Krümmungshalbmesser bildet, oder auch gleich der Distanz 
der Mittelpunkte der Schmiegungskugel und des Schmiegungskreises mal 
dem Winkel der Schmiegungs-Ebenen." 

Wenn der Krümmungshalbmesser mit der Tangente der Curve der Krüm- 
mungsmittelpunkte zusammenfallen soll, so muss nach vorstehenden Sätzen der 
Halbmesser der Schmiegungskugel auf dem Krümmungshalbmesser senkrecht 
stehen, oder der Mittelpunkt der Schmiegungskugel in's Unendliche fallen, ihr 
Halbmesser selbst unendlich gross sein. Dann fällt die Schmiegungskugel mit der 
Schmiegungs-Ebene zusammen, die also dann durch vier auf einander folgende 
Punkte geht. Ist dieses nun ft\r alle Punkte der gegebenen Curve der Fall, 
so haben wir ein System Punkte, von denen je vier auf einander folgende in 
einer Ebene liegen; woraus folgt, dass alle Punkte in derselben Ebene liegen, 
oder die Curve eben sein muss. Wir sehen also, 

„dass niu- für eine ebene Curve die Curve ihrer Krümmungsmittelpunkte 
ihre Evolute wird, oder von den Krümmungshalbmessern berührt wird." 
Lägrange, in seiner Theorie der Functionen, scheint anderer, Ansicht, 
oder hierüber nicht im Klaren gewesen zu sein. Er giebt S. 232 (der JVouvelle 
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edäion, 1813) die Bedingungsgleichung, damit der Krümmungshalbmesser die 
Ciirve der Krümmungsmittelpunkte tangirt. Diese ist 

wo, nach S. 228 und S. 229, 



zy --yz zy' ~y z" 

" — 'J^ R ' ^ — ^ R 

Er bemerkt hiea'auf S. 232, dass die Bedingungsgleichung offenbar stattfindet, 
wenn m und n constant sind, in welchem Falle die gegebene Curve ganz in 
der durch diese Gleichung bestimmten Ebene liege. „ Wenn aber diese Ch'össen 
nicht constant sind", setzt, er hinzu, „so bestimmen sie die Schmiegungs-Ebene 
der Curve (er nennt diese schlechthin plan tangent, worunter man sonst auch 
jede Ebene vereteht, die durch die Tangente der Curve geht), und wenn die 
vorstehende Gleichung (die angegebene Bedingungsgleichung) statt hat, so bilden 
die Krümmungshalbmesser eine abwickelbare Oberfläche.'^ Es geht nämlich aus 
dem darauf Folgenden hervor, dass es im Text statt „fe rayons osculateitrs 
(wohl ein sehr uneigentlicher Ausdruck) formeront une courbe developpable" 
heissen soll tme surfaee developpable, da er, um es zu beweisen, das Princip 
der abwickelbaren Oberflächen aufstellt. Substituirt man aber in die Lagrange- 
sche Bedingungsgleichung die angegebenen "Werthe von m, n, b, c, so erhält 
man eine Differentialgleichung, deren Integration augenbhcklich lehrt, dass die 
Curve immer eben, und dass die Grössen m und n immer constant sind, auch 
die Krümmungshalbmesser nie eine abwickelbare Oberfläche, sondern nur eine 
Ebene bilden können. Durch Substitution der Werthe von & und c verwandelt 
sich nämlich die Bedingimgsgleichung in folgende: 

= «■(„-,■)-»■(«-/). 
Es ist aber 

my'-\-nz'-\-l = 0, my"-\-nz" = 0, 
woraus durch Differentiation 

m-y'-^n'z' — 0, m'y"+n'z" = _[m/"+«£"']. 
Multiplicirt man nun die beiden Gleichungen 

(w— y)3/'+c«-3')s' = -[i+y+s"]- 

m''i/"-i- n' z" = —[my'" -f-jis'"] 
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mit einander und zieht das Product der beiden Gleieliungen 
{m-y')y"-\-{n-z'y = -yy"^z'z"], 
wi'y' -h n' z' =0 
davon ab, so erbält man 

\_(rn-y')n'~in^z')wi'-\[i/z"^z'y'-] = [l^f'+z-']\my'"^nz-"]- 
oder, da vermitteist der Bedingungsgleichung der Ausdruck links verweh windet, 

my'" -^-m'" = 0, 
oder, nach Substitution der Werthe von m und n, 

z"y"'—y"z"' = 0, 
welches die Bedingungsgleichung in ihrer wahren und einfachsten Form ist. 
Durch Integration derselben, wenn man ihr die Form 

y s 

gegeben hat, erhält man aber sogleich 

logs" = logy"-i-\<iga, oder s" = ay", 
wo tc eine Constante, und durch zwei neue IntegTationen 

s- = ay'+ß, z = ay-hß^-i-y, 
wo ß, y zwei neue Constanten sind. Die Ourve ist also immer eben. Zugleich 
erhält man für m und n die Werthe 

« = f, » = -}; 

die Grössen m und n sind also immer constant. 

Ich will bei dieser Gelegenheit, zu anderweitigem Gebrauch, die haupt- 
sächlichsten bei diesen Untersuchungen vorkommenden Formeln zusammenstellen, 
wobei ich Jedoch nicht, wie Lagrange in den angeführten Formeln, nach x, 
sondern nach rlem Bogen s differentiiren werde, so dass 



gesetzt wird, woraus 

x'a!"+y'y"+s'z" = 0, ^y'-Hyy+s'z'" = —(a;"ä:"-i-y"y"-]-z"z") 
folgt. Man nenne r den Krümmungshalbmesser, R den Halbmesser der Schmie- 
gungskuge! ; a, b, c die Coordinaten des Mittelpunktes des Schmiegungskreises ; 
a,, 6|, c, die Coordinaten des Mittelpunktes der Schmiegungskugel; a, ß, y die 
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Winkel, welche die Tangente, «i, /?,. y, die Winkel, welche dei" Kriimmuiigs- 
halbmesser, «ä, [i%, y^ die Winkel, welche die Krüminungs-Axe, «3, ß^. /g die 
Winkel, welche der Halbmesser der Schmiegungskiigel mit den Coordinaten- 
Axen bildet. Es sei der Kürze halber 

y'z"^z'y" = A, z'x"~x'z" = B., ^'-(/"—y'.i" = C, 
woraus die Grleichungen folgen 

.v'A+2/'B+s'C = 0, x"A+'i/"B^-z"C=--0, 
und durch Differentiation 

y'z'" — z'y'" = A', z'a'" ^x'z'" = ß', x'y'"—)/,):'" = C . 
woraus 

m' A' -\-y' B' -irz' C = 0, ..e'" A'-\-y"' B' -{-s'" C = 0. 
Es sei ferner 

A = «'(^"2"'— s"!/"')+y(^'V"— ^"s'")-|-s'(^/y"— J/"-»'") 
= -~{x"A'-\-y"B'-\-z"C') = x"'A->ry"'B-\-s"'C, 
woraus durch Differentiation 

A' = x^^A+y^'^B^z'^'C. 
Endlich sei 

= ^'^'^■ + ßy^-H6"s"" = ^(A"^"'+B"y"'+C"z'"). 
Nach diesen Bezeichnungen hat man den Krümmungshalbmesser 

PC = 



Y^"x""-hy"y"-hz''z" yiA-hBE-hCC 

_ 1 

die Cuordinaten des Mittelpunktes des Krümmungskreises 

a = .v-]-r^a;", b ^y-\~r^y'\ c = z-\-r^z", 
die Cosiims der Winkel, die der Krümmungshalbmesser mit den Ooordinaten- 
Axen bildet, 

coso!j = rü:'\ coMj5j = ry", cosy^ = rz", 

die Cosinus der Winkel, die die Tangente und die Krümmungs-Axe mit den 
Coordinaten-Axen bilden, 

cos« = y, cos/3 ^ y', cos/ = 3', 

cosa^^ rA, cos/S^ ^= ^-ß, cosy.^ = rC, 
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die Länge der Krüminungs-Axe CK 

e'^=i^=-'K^''"'"'+n"'y"+'"'"">' 

wo r' der Differentialquotient des Krümmungshalbmessers ist; den Halbmesser 
der Schmiegungskugel 

= Al^ ^^ ' ^° TT- 

die Coordinateii ihres Mittelpuniites 

r'A A' , , , r'B B' 

«. = »+7Ä--'"— A • *. = '+7a =!'-^' 

^r'C _ C 

'■'""''+"rA"^' "A- 

die Cosinus der Winkel, die ihr nach dem Punlite der Curve gezogener Halb- 
messer KP mit den Coordinaten-Axen bildet, 

Ä- „ B' C" 

leb bemerke noeh die Gleichungen 

r'A+rA' = —«".>■' A, r'B+rB' = ^y".r''&, r'C+rC = —z".r'A, 
BC— CS'— a'A, CA'—AC=!/'A, AB'—BA'=JA, 

All D\ ,, B ( i D\ , C ( 1 D\ 

aus welchen letzteren Formeln das Bogen-Eieraent der Curve der Mittelpunkte 
der Schmiegungskugel n folgt, 



i<K:^m--^'\"'- ,'A-^+^y 



Die drei Winkel, welche zwei auf einander folgende Tangenten, Schmiegungs- 
Ebenen, KrOmmungshaibmesser mit einander bilden, sind 



i¥ 



die Tangente des NeigungswinkelH, welchen der Halbmesser der Schmiegungs- 

Yll. 3 
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kugel mit der Schmlegungs-Ebene bildet, ist 

t3.iigKPC = ^^ ; auch C0SÄP6' = -|- , sinKPC = ,^' , 

das Bogen-Eiement der Cnrve der Krümmimgsmittelpunkte 

CC = yj^Ä"^+?7"& = R.r^Ads; 

der Cosinus des "Winkels, den dasselbe mit dem Halbmesser der Schmiegnngs- 
kügel bildet, 

2rh-'A 2r' 



'^A'^-hr'r' rA.R' 



= siR2 K PC, 



oder gleich dem Sinus des doppelten Neigun^winkels des Halbmessers der 
Schmiegimgskngel zur Schmiegungs-Ebene; der Cosinus des Winkels, den das 
Element mit dem Krümmungshalbmesser bildet, 

— '' . =^ sinKPC, 

oder gleich dem Sinus des einfachen Neigungswinkels. 

Wenn der Krümmungshalbmesser die Curve der KrOmmungsmittelpunkte 
berührt, oder der "Winkel, den das Element dieser Curve mit dem Krümmungs- 
halbmesser bildet, verschwindet, dann hat man 

A = 0, 
oder 

x'(y"z"'—s:"!/")+y'(z"a:"'~-s:"z"')+z'(^"?/"'—^"'^"') = 0. 
Man sieht nicht sogleich, wie man ein Integral dieser Gleichang erhalten kann, 
was keine Schwierigkeit hatte, wenn man statt s', mit Lagrange, x' als con- 
stant setzt, in welchem Falle sich die Gleichung in die einfachere 

y"z"'—s"y"' = 
verwandelt, deren Integration keine Schwierigkeit machte. Aber nach den oben 
bemerkten Formeln erhält man, wenn man A mit —r^x", —r^y", — r^z" mul- 
tiplicirt, die genauen Differentialquotienten von rA, rB, rC, so dass man, nach 
geschehener Multiplication und Integration, die drei ersten Integrale hat 

rA = a, rB = ß, rC^y, 
wo K, ß, y die willkürlichen Constanten sind. Aus diesen drei Gleichungen 
folgt aber die Gleichung 

ax'+ß>/'+yz' = ü, 
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welche, noch einmal integTirt, die Gleichung 

oder die Gleichung einer Ebene giebt. Da r^Ads der Winkel zweier auf einander 
folgenden Sebmiegungs-Ebenen ist, so kann man die geometrische Bedeutung 
der Gleichung A = auch so aussprechen, dass der "Winkel zweier auf einander 
folgenden Schmiegungs-Ebenen verschwindet. Dann wird aber die Curve eben 
so eben, wie sie eine gerade Linie wird, wenn der Winkel zweier auf einander 
folgenden Tangenten verschwindet. 
19. Dec. 1834. 
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OBSERVATIONES GEOMETRICAE. 
Grelle Journal für <iie reiue und angewandte Matliematik, Bd. 15 p. 309— S12. 



DesignantibuB x, y. z atque ]J, ^, r coordinatas orthogonales, ad duo 
diversa coordinatarum systeniata relatas, aliae per alias expriniuntur foriniilis 
notissimis 

X =/+ af-^ ß 5+ y r, 

(1) y = 9 +«' f+? 1-^y' ^1 

quibus in aequationibus cogfiieientes novem «, ß^ cet. satiKfaciunt relationibus 
viginti duabus 

a a ^§ ß ^y y =1, 

a' a- -hß' ß' -\-y- y' =1, 

a"a-'+ß"ß"-hy"Y" = h 

a' a"-+ß' ß"-hy' y" = 0, 

(-2) c"« -^ß"ß -hy"Y =0, 

R u'-H^ ß' +Y y =0, 

^' j."—fj"/ = s«, / «"— /' 

iS"/ ~ß y" = Ea', y"a —y 

ß / —ß'y =ea", y a' —y' , 

<ß'r"-ß"y')+ß(y<^"-) 

designarite s aut H- 1 aut —1. Sed raultum interest, sive hie sive ille valor 
jpsi s conveniat. 



KßH-ß'K' + ß"«" 


= li 


ßß+ß'ß' + ß"ß" 


= 1, 


77+/ y'+y" r" 


= I, 


ßr+ß'y'+ß"y" 


= 0, 


yß+j-'ß'H-r"«" 


= 0, 


iiß+a'ß'+a"ß" 


= 0, 


;■ -«(!, o',3" 


-a"ß' 


:"-«,3', «"(i 


~a ß' 


■ =e|S", o ß' 


— k' j9 


"ß')+K«'|S"-«' 


'ß') = 
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Si idem corpus in duabus positionibus diversis consideramus, quod exerapli 
gratia in theoria motus corpomm rigidorum fit, notum est, constantes aequa- 
tionuni (1) ita semper deterininari posse, ut, si punctum corporis in altera po- 
sitione collocati coordinatas habeat x, y, s, corpore in altera positione collocato, 
eiusdem eins puncti coordinatae fiant f, q, r. Sed vice versa, si singula puncta 
duorum corporum ita sibi respondeant, ut, deaignantibus x, y, z coordinatas 
puncti alterius corporis, punctum alterius corporis ei respondens coordinatas 
habeat f, q, r, generaliter dici non potest, corpora eadem esse sive congruentia; 
sed siquidem £=;-+-!, erunt duo corpora congrumtta, ai vero e^ — 1, erunt 
symmetrica. 

Quoties alterum coorciinatarum systema in positioneni alterius traducero 
licet, ita ut axes coordinatarum x, y, z respective cum axibus coordinatarum 
f, 5, T coincidant, semper erit s = +1. Quod est videre in formulis Eulerianis 
(v. Diar. Crell. Vol. II pag. 188; cfr. hujus vol. pag. 3) 

X = (cosgisin^a-\'Cos^a)p+{&ing)Cose-{-CQsacoäh(l — cos(p))q 

-\-{ — sinycosö+cosßCosc(l — cosy))r, 
(3) y = ( — sin^cosc+cosAcosa(l — cosy))p+(cos(/Bin^ö+cos^Ä)g 

-4-(siiiycoBa+cosficosc(l^cosy))r, 
z = (sintf cos^+cosfcosa(l — cosy))pH-{ — sin(pcoa«-f-cosccoa&(l — cosy)) j 

in quibus a, b, c designant angulos, quos cum axibus coordinatarum format 
axis, circa quem rotare debet alterum systema, ut axes coordinatarum p, q, r 
respective in positionem axium coordinatarum x, y, z per^'eniant, et (p angulum 
rotationis. 

Dato corpore, formatur syniraetricum, si pro omnibus eius punctis aut 
uni coordinatae aut omnibus tribus valores oppositi tribuuntur, sive etiam si 
binarum coordinatarum valores inter se permutantur. Contra habetur congruens, 
si duabus coordinatis valores oppositi tribuuntur, vel si valores ipsarum ar, y, z 
respective cum valoribus ipsarum y, 2, x sive cum valoribus ipsarum z, x, y 
commutantur. 

Notum est, posito mx^ my, mz loco x, y, z, haberi corpus simile; sed 

") Formulas illas etiam hoc modo repraesentare licet: 

X = cos<r.p-\-0- — cos(f>)(ooaa.p+eosb.g+(iOSc.T)co&a+üriif(cosc.g—cosb.r), 
y = cosrf .gH-(l — coscf)(eosa.j) + cosi.5H-cosc.r)cos(j + sin^(cosn.r — cosc.j)), 
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22 OESERVATIONES GEOMETRICAE. 

iiic non licet, quod in figura plana, ut ipsi m valores etiam negativ! tribuantur; 
tum enim prodiret corpus symmetrici simile. 

Demonstravit olim Eulerus in coiumentatiotie „de centro si-militudinis" , 
propositis duobus corpoi-ibus similibas, semper dari punctum utrique commune 
seu sibi ipsum respondens, quod centrum similitudinis vocavit, et quod adno- 
tavit ea gaudere proprietate, ut duo corpora ex eo visa aspectum slmilem offe- 
rant; porro dari lineam et planum ei perpendiculare, per punctum illud trans- 
euntia, quae et ipsa perinde ad utrumque corpus pertineant. Ut, proposito 
corpore, formetur alterum eius eimile in pQsitione quacunque, cuilibet puncto 
corporis propositi, cuius coordinatae sunt x, y, z, punctum alterius respondere 
debet, cuius coordinatae sunt p, q, r, aliis coordinatis per alias detenninatis 
ope aequationum 

■mm =/+ «^+(3 q-V- yr, 

(4) my = g~\-(^ p+^' 2+/ *•, 
mz = k-^a"p+ß"q--hY"r, 

in quibus novem coSfficientes «, ß, cet. satisfacere debent aequationibus (2). 
Si A, B, C sunt coordinatae centri similitudinis, fieri debet 

(5) mB ^ ff+a' A-hß' B+y' C, 
■mC -= h+a"A + ß"B+y"C 

sive 

_-/ = (a-m)A+ ßB +/ C, 
^g = a' A^(ß'-m)B-^y'C, 

~h= a"A-i- ß"B +(j'"_m)C, 

quarum aequationum resolutione prodit 

__ [a-m(ß-+Y-')-^m^] f +(a'-^ßm)g+(a"+ym)k 
(l — m)[l—vi(a~hß'-\-y"~l)+m'] 

rp^ n - - (^+«' W/+[^ -^Cy"+«)+m^]g+(^"+/'m);. 

., _ (Y-ha"m)f+(y'-^ß"m)g - h[y"—mCa-hß')^m^ ]h 

quae formulae facile probantur ope aequationum (2), in quibus, siquidem m quan- 
titas positiva, ponendum est « = +1. Denominator expressionibus inventis com- 
munis, s! ipsas a, ß, cet. per a, h, c, <p, uti in (3), exhibemus, hanc formam 
iiiduit: 

(7) [l^„,(„+^'+/'_l)+,„S](l„«0 = (l-.2mcosy+m^)(l-m), 
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quem videmus evanescere non posse, nisi sit m = 1, quo casu corpoi-a iiunt 
congruentia. Quoties autem denominator ille evanescit, aequationibus (6) gene- 
raliter satisfieri nequit, unde videmus, corpora duo congruentia generaliter nulluni 
habere punctum commune sive quod perinde ad utrumque pertineat, eumque uni- 
cum esse casum, quo duo Corpora similia eiusmodi puncto destituta siiit. 

Si aequationum linearium inter totidem iiicognitas Jiua e reliquis sponte 
fluit, et denomiuator valoribus incognitanim communis evanescit, et habetur 
aequatio conditionalis inter terminos aequationum constantes, qua fit, ut etiam 
omnes simul numeratores fractionum, quibus incognitae exhibentur, evanescant. 
Quae aequatio conditionalis , si statuitur m = 1 , atque a, ß, cet. rursus per 
a, h, c, <f exprimuntur, in aequationibus (5) fit 

(8) cos(i./+(;osS.^-Hcosc.Ä = 0. 

Quae si locum habet simul cum m = 1, tres aequationes (5) duarum tantum 
locum tenent, cum tertia e duabus refiquis sponte sequatur. Quo igitur casu 
puncta duobus corporlbus congruentibus communia infinita dantur, in linea recta 
posita, quam facile patet cum axibus eoordinatarum ipsos angulos a, h, c for- 
mare. Quae omnia etiam per considerationes faciles geometricas patent, 

Si TO = —1, per formulas (4) duo habentur Corpora symmetrica. Quae 
igitur Omnibus casibus punctum habent utrique commune sive quod perinde ad 
utrumque pertinet. Cuius coordinatae e (6), (3) fiunt 

A ^ — -jl /-|-taiig--|-(cos^.Ä — cosc.^)J, 

(9) ß = -^[-/+tang-^(cosc./^coa«./0], 
C = — ^[_A-|-tang-^(cosa.^ — cos6./)J- 

Antecedentia adnotatu digna videbantur, quippe quae in libris eiemen- 
taribus, quantum scio, desiderantur. 
Regiom. 14. Oct. 1835. 
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NOTA DE EREORIBÜS QUIBUSDAM GEOMETRICIS, QUT IN THEORIA 
FUNGTIONUM LEGUNTUR. 



Crclle Jouraal für rüo reine anä augewandte Mathematik, Bd. 16 [i. 342- — 343, 

Demonstravi in alia commentatiüne, praeter curvas planas exstare nullas, 
quaruin radii oseuli curvam centrorum curvaturae tangant, sive superficiem evo- 
lubilem forment. Secus putabat ill. Lagrange, qui in Theoria functionum 
pag. 229 etc. (Nouvelle edition, 1813) No. 35 conditionem analyücam exhibet, 
quae ad hoc locum habere debeat, neque videt, ter eam integratam in plaiii 
aequationem abire. Sed vir ill. mox adeo ipsas lineas diipliciter curvas assignat, 
qiiae illa propriet-ate gaudeant, scilicet lineas curvaturae in data superficie; le- 
gimQs enim pag. 248 : 

„D'ou il suü que les lignes suivant lesquelles le rayon de courbtire sera 
tangent de la coürhe des centres, sont les mSmes que celles de la plus grande 
ou de la moindre courbure", 
et mox pag. 249: 

„II ny aura, sur une surjace quelconque, que ces lignes (les lignes de cour- 

bure) qui puisseni avoir une developpee forrme par les rayoiis de cowbure.^ 

Scilicet nescio, quo factum est, ut vir ill. normales superficiei putaverit 

esse linearum curvaturae radios oseuli. Sane normales ad superficiem, in punctis 

lineae curvaturae ductae, formant superficiem evolubilem, sed eae non sunt llneae 

curvaturae radii oseuli. Novimus enim, radios oseuli curvae, in superficie data 

descriptae, shnul superficiei normales non nisi in lineis supex-ficlei brevissimis esse. 

Sequitur ex antecedentibus, in data superficie lineam curvaturae simul 

lineam brevissimam esse non posse^ nisi sit curva plana. Nam normales ad super- 
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ficiem in punctis iineae curvaturae ductae formant superficiem evolubüem, ideoque, 
cum in lineis brevissimis normales superficiei sint eurvae radii osculi, radii os- 
cuH Iineae curvaturae, quae simul linea brevissima est, superficiem evolubjlem 
formant; unde sequitur, curvam esse planam. Nam in alia commentatione 
Diarü Crelliani T. XIV (cfr. hujus vol. p. 11) Zur Theorie der Curuen, sicuti 
supra adnotavi, demonstratum est, radios osculi formare superficiem evolubilem 
non nisi in curvis planis. Exemplum habes in meridianis superficierum rotun- 
darum, quae sunt eurvae planae, simalque et Iineae brevissimae et Iineae cur- 
vaturae. 

Regiomontii 28. Juli 1836. 
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DEMONSTRATIO ET AMPLIFICATIO NOVA THEOREMATIS GAUSSTANI 

DE CURVATURA INTEGRA TRIANGTJLI IN DATA SUPEREICIE 

E LINEIS BREVISSIMTS FORMAT!, 

Grelle Journal für tVia reine und angewa.tidte MaÜiematik, 15(1. Ifi p. S44 — 350. 

Data superficie quacunquo, fingatur superficies sphaerica radio = 1, qua- 
i'um supei'fieierum puncta singula ita sibi respondeant, ut radius e centro sphaerae 
ad punctum supei'ficiei eius ductus sit parallelus normali datae snperficiei in 
puncto respondente. Ita delineata in data superficie figura quacunque, alia ei 
in superficie sphaerica respondebit figura, cuius aream ill. Gauss appellavit fi- 
gurae in data superficie descriptae curvaturam mtegram. De qua haue prae- 
claram propositionem demoiistravit: 

Theorema Gaussiarium. 

Triangulo in data superficie e Uneis brevissimis formato, curvatura 
eius integra aequalis est excessui summae trium eius angulorum super duos an- 
gulos rectos. 

Lineae brevissimae in superficie voca.ntur, quaruui radü osculi sunt super- 
ficiei normales. Unde in quoque trianguli e lineis brevissimis formati angulo 
duobus eius lateribus se in illo intersecantibus eadem erit radü osculi directio, 
Curvam autem quameunque considerare licet ut certae cuiusdam superficiei li- 
neam brevissimam; neque enim aliud ad hoc flagitatur, nisi quod plana, radiis 
osculi curvae orthogonalia, superficiem tangant. Hinc sine negotio e propo- 
sitione Gaussiana hanc generaliorem eoliigis: 
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Theorema I, 

Foi^metur in spatio triangulum e tribits curvis qmbuscunque, quae binae in 
angulo, quo sibi occuri'unt, eandem radii osculi direcitonem habeant; ducantur 
porro e centro sphaerae, cuius raditis = 1, radii ad superficiem eiits, radiis os- 
culi curvarum paraUeli; qui radii in supe^'ßcie sphaerica alias tres delineahunt 
lineas duplidter curvas triangulum formantes , cuius area aequalis erit excessui 
summae trium angulonim trianguli proposiii super duos angulos rectos. 

Theorema antecedens sub formis diversis exhibere licet, quibus genu'ma 
eins indoles melius perspicitur. Qiiod fit per considerationes sequentes. 

Antemittimiis propositiones notas de reciprocitate polari figurarum sphae- 
ricarum. Quae ea est reciprocitas, ut puncto respondeat circiiliis maximiis, 
cuius illud polus est, et vice versa; arcui circuli maximi angulus sphaericus 
illius suipplemento aequalis, et vice versa; curvae alia curva, cuius paneta ilHus 
tangeutiura poli sunt seu cuius tangentes in Ula polos habent. Quibus statutis, 
consideremus dua polygona sphaerica n laterum inter se polaria; alterius area 
e notis praeceptis spliaericis aequivalet excessui summae angulorum eins super 
2n — 4 angulos rectos; alterius circumferentia propter reciprocitatis modum in- 
dicatum aequivalet excessui 2n angulorum rectorum super eandem suraraam, 
cum latus alterius polygen! alterius anguli suppleraentum sit, Quod suggerit 
notam propositionem : 

„Propositis duobus polygonis sphaericis iuter se polaribus cuiuslibet 
numeri laterum, summam areae alterius et circumferentiae alterius aequi- 
valere quatuor angulis rectis," 

Quae propositio pro numero laterum Infinite de curvis sphaericis habetur, 

Sit iam abc triangulum nostrum in superficie sphaerica, e tribus curvis 
bc,*ca, ab formatura. Cuius ti-ianguli figura polaris erit hexagramma AA^BB^CC^, 
formatum ex arcu circuli maximi AA^ angulo a polari, curva A-^B curvae ab 
polari, arcu circuli maximi BB^ angulo b polari, curva B^C curvae hc polari, 
arcu circuli maximi CC^ angulo e polari, curva G^A curvae ca polari. Pro 
his figuris propositio antecedens hanc aequationem suggerit: 

areaaic+circiimferentia^^ißBj^6'Cj = 360". 

Sit porro ccßy triangüliiui pi'opositum, in spatio e tribus curvis ßy, ya, aß for- 
matum, quanim radii osculi paralleli sunt radiis sphaerae, e centro ad puneta 

4' 
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28 DEMONSTRATIO BT ÄMPLIFICATIO NOVA THEOREMATIS GAUSSIANI DE CURVATURA 
cii'cumferentiae abc ductis. Erit e theoremate I 

sive e formula praecedente 

ßH-|3H-)' + circuraferentia J^jßßjCCj = 540". 
Est autem propter reciprocitatem polarem 

AA^ = 180"— a, BB^ = 180"— Ä, C'C\ = 180"— c, 
unde theorema I in hane forinulam abit: 

A^B-i-B^C-hC^A = Ö+6+C— (a+iS+j-). 

Vocemus planum radiorum osculi planum parallelum duobiis radüs osculi se 
proxime insequentibus ; plana radiorum osculi curvarum ßy, ya, aß parallela 
erunt respective planis circulovum maximorum curvas bc, ca, ab tangentlum. 
ünde facile demonstratur, data curva ßy, construi in superficie sphaerica curvam 
B-^C per radios e centro sphaerae ductos, planis radiorum osculi curvae ßy 
orthogonales; eodemque modo e curvis datis ya, aß determinantur in super- 
ficie sphaerica curvae C^A, A^B. Differentias a — a, b — ß, c — y hoc modo 
construo. 

Est a angTilus inter tangentes curvarum aß et ay in puncto inter- 
sectionis a, quae curvae in puncto illo ex hypothesi eandem directionem radii 
osculi habent; quae directio cum utrique tangenti orthogonalis sit, atque planum 
osculi per tangentem et radium osculi transeat, angulum a etiam designare 
possumus ut angulum inter plana osculi curvarum aß et ay in puncto inter- 
sectionis c, Angulus a aequalis est angulo inter plana radiorum osculi earundem 
curvarum in eodem puncto. Hine per directionem radii osculi, curvis aß et 
ay in a communem, ducere possumus quatuor plana, curvarum aß et ay duo 
plana osculi et duo plana radiorum osculi, quorum illa formant angulum a, haec 
angulum a. Quorum igitur angulorum differentia a — a aequivalebit etiam difFe- 
rentiae anguli inter planum osculi et planum radiorum osculi curvae aß in 
puncto a et anguli inter planum osculi et planum radiorum osculi curvae ay 
in eodem puncto a. Eadem cum de duabus quoque reliquis differentüs b — ß, 
c — y valeant, sequitur, designantibus respective «', ß', y' angulos, quos plana 
osculi et plana radiorum osculi curvarum ßy, ya, aß in punctis ß, y, a inter 
se formant, atque a", ß", y" angulos, quos respective plana osculi et plana 
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radionim osculi curvarum ßy, ya, aß in punctis y, u, ß inter se formant, fieri 

Unde theorema I iain hanc novam tbrmam induit: 

Curvä ß, C nee non anguli ß', «" per solam curvam ßy determinata sunt, carva 
Ci_A et anguli ß\ ß" per solam curvam ya, curva A^B et anguli /, /' per 
solam curvam aß. Unde ex una aequatione antecedente facili divinatione col- 
ligis tres sequentes: 

B^C=a'—a", C^Ä= ß'—ß", A^B = y'—y". 
Quo facto devenimus ad verum fontem theorematis I simulque theorematis 
Gaussiani, videlicet ad propositionem sequentem; 

Theorema IL 

Proposita curva quacuiique aß, ducantur e centro sphaerae, cuiits radius 
= 1, lineae planis radiorum oscuU curvae aß orthogonales; quae in superßcie 
sphaerica depingent aliam curvam ab, caiiis longiiudo ab aeqiiivalebit differentiae 
angulorum, quos in extremitatihtis a et ß curvae propositae planum radiorum os- 
culi cum piano osculi formal. 

Cuius novi tbeorematis haec est demonstratio siiiiplex et elementarls. 



Demonstratio (cfr. Fig. 2). 
Cum hie tantum de directionibus rectarum et planorum agatu 
sentemus omnes per puncta et circulos maximoa in superficie sphaerica 
Ducantur igitur e centro sphaerae radii Op, Oq, Or, Os curvae a 
tibus se proxime insequentibus primae, secundae, tertiae, quartae 
plana Opq, Oqr, Ors planis osculi 

primo, secundo, tertio parallela, cum rig. i>. 

planum osculi per duas tangentes se 
proxime insequeotes transeat. Pro- 
longetur arcus pq usque ad P, arcns 
qr usque ad Q, arcus r.v usque ad 
B, ita Tit 

erunt OP, OQ, OR radiis osculi primo, 
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seeundo, tertio paralleli; ideoque plana OPQ, OQR parallela planis radiorum 
oscnli primo et seeundo. 

His praemissis, observo, tlieoreina IT demonstratum esse, ubi probatiim 
sit, elementum curva-e ab aequale esse diff'erentiali anguH, quem in puncto re- 
spondente curvae propositae aß planiim radiorum osculi cum piano osculi facit. 
Integrationibus enim factis, iisque ab altei-o limite curvarum aß, ab ad altemm 
extensis, theorema propositum provenit. Est aut-em elementum curvae ab aequale 
angulo inter duo plana radioram osculi curvae aß se proxime insequentia, sive 
in figura nostra supplemento anguli PQR vel, si arcus PQ ultra Q usque ad 
Q' prolongatur, angulo RQQ. Porro angulus inter planum radii osculi et pla- 
num osculi est in eadem figura qPQ, eiusque differentiale qQE — qPQ. ünde 
formula demonstranda est 

RQQ' = qQU — qPQ 
sive 

c,PQ = iiQR-^Q'QH = qQQ' = lSO"~qQP. 

Hoc est, demonstrari debet, si arcus pq, qr, rs sunt quaiititates infinite parvae 
primi ordinis, fore differentiam qPQ — qQQ quantitatem infinite parvam ordinis 
secundi. Quod sponte patet. Habetur enim in triangulo sphaerico qPQ, 

äiaqPQ : singQP^ sinq PQ : sinqQQ' = singQ:sing'P 
sive 

siiiq PQ : sin <jQQ' = IrcoB^j^, 
unde 

siaqPQ-.siaqPQ — siaqQQ' = 1 : 2sin^-|-^^. 
Qua fornmla patet, si pq est ordinis primi, fieri singPQ — singQÖ', ideoque 
etiam qPQ—qQQ' ordinis secundi, Q. D. E. 

Demonstrato theoremate II, ex eo per ratiocinia supra tradita theorema I 
deducis, cuius casus parttcularis theorema Gaussianum est, e quo tamen ad 
generalius transitum facillime patere vidimus. Docet insuper theorema I, theo- 
rema Gaussianum etiara valere, si latera trianguli sunt curvae quaecunque, 
quae in binis angulis, per quos transeunt, iineas brevissimas osculantur; quae 
adeo iacere possunt in supei'ficiebus diversis, quae binae in angulo trianguli 
seee tangunt. Nee non de theoremate II facüe deducis generaliorem proposi- 
tionem, qua loco trianguli polygonum n laterum, simulque loco excessus super 
duos angulos i'ectos ponitur excessus super 2)i — 4 angulos rectos. 
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Si theorema II, qtiod faclli constructione geometrica patebat, per formulas 
analyticas demonstrare cupis, in calculos complicatioi-es incidis, Qiii adeo, si, 
quod vulgo fit, y et 2 at functiones ipsius x consideras, atque differentiale dx 
constans ponis, tarn molesti fiünt, ut facÜe ab iis abhorreas. Concinniores eva- 
dunt et symmetria commendati, si curvae elementum ds constans ponis, Statuto 

,^, ^ (1"^ ,^, _____ d"}/ , , d"z 

ds" ' ds" ' ds" ' 

erit 

.-b'«' -hl/'»/' -i-s's' = 1, 

ä:'x"+ij'i/"-\-s's" = 0, 

x"ai" -hj/"y" -hz"z" = — [.V.V"-+-yi/"'H-3's"'], 

^io"io^"-^-y•'y"'^^"z"''\ = — [y«i''+;v'i/"'+s'3'^]. 



aa+bb+cc 



Porro posito 



(•!"'!" 
«'(!/"»' 



cum Sit 



aa-^bh^cc ^= ,«"a'"+i/")/"- 



-2"-„'")J+ (2".,"'— .,••■2"')=+ (*.",,'" -y'a,"')» = ff, 
-«";/'") +i/'(2"^"'— «"='") +s'(«">/"'-j"'t"') = A, 



2'(2"ai"'— ä"«'")— j'e»"»'"— :|/"»"'} = a:"'(yy'+2'2")— «"(yV-l-s'»'") 

= —«"(«'«'"+!/' y"'H-2'2"'), 
•"'(»"y"'— J"^'")— a'Cj"«'"— z"!/'") = tj" {?' J' +x' ä:")—f (z' 2"'+«'»'") 
= ^?/"(fl:'a)"'+3/'3/"'-(-2'2"'), 

;l/(l/"2'" — S"y") — ai'(2"^'"'— ä""«"') = 2"'(»!'a:" + l/'l/") — 2"(it'ie"'H-j'y"') 
= — 2"(.t'il!"' + j'j"'+2'2"'), 

mvenitür 

A A = C.»'^'+j'!/' + 2'2')ff— («".»"+S"»"+2"2")(,.',."'+l/'t/" + 2'2"')' 

sive 

A' = A' + (iB"ll-"+j"l/"+2"2")-'. 
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llis praemissis, observo, designante p radium osciüi, haberi 

— = .r"^"+y')/"+2"s" = aa+bb-hcc = —[a!\v"'-i-y'y"'-i-z'z"']; 

porro Cosinus angiilorum, quos radius oscuU cum axibus coordinatai-iim facit, 

Qw'\ qy", Qz"; 
Cosinus anguloi'um, qiiüs cum planis coordinatarura facit planum osculi, 

Qa, Qb, Qc. 
Unde Cosinus angulorum, quos cum pianis coordinatariim facit planum per duos 
radios osculi se proxime inseqaentes ductum, sive planum radiorum osciUi, fiunt 



yN yN ' yN 

Hinc, si ponitur 

fit angulus inter duo plana radiorum, osculi se proxime insequentia 

rds 

qN ' 
porro sinus angaU inter •planum, osculi et -planum, radiorum, osculi 

A 

unde, cum sit 

r 

elusdem anguli cosiniiö, tangens 

ideoque anguli inter planum osciüi et planum radiorum osculi differeiitiale 

His expressionibus inventis, theorema II continetur formula demonstranda 
d(e^A) __ rds 

f-N ^ qN' 

sive 

d(e'A) = frds. 
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INTEGRA TRIANGULI IN DATA SUPERFICIE E LINEIS BREVISSIMIS FORMATI. 
Habetur autem 

porro 
unde 

Quae expressio, cum sit 

y'c—s' b = — .a^"(iB'^'+i/')/'+£' £')+«'(*'*"+/;/" H-2' 3") = — .«", 
s'a— «'c = — t/"(y«'+)/y+3'3')+s'Ca''a;"+y'j/"+2's") = —7/", 
x'b — y' a = — z" (je' x' +y' y' +z' z')-\-z' (a/ x" +y' y" -\-z' z") = ^s", 

in hanc abit: 

Q. 1). E. 

Eeffloiiionti; 27. Jul. 1836. 
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ÜBER EINIGE MERKWÜRDIGE CURVENTHEOREME. 
Schumacher Ä^^tronomischc Nachrichten, Bd. 20 No. 463 p. 115 — 120, Decöinher 1842. 

In N"o. 457 der Astronomischen Naelirichten bat Herr Clausen einige 
unbegründete Zweifel über die Richtigkeit eines von mir im 16. Bande des 
Orelleschen Journals (siehe oben pag. 26) bewiesenen Theorems geäussert, 
von welchem ein berühmter Gaussscher Satz ein besonderer Fall ist. Der 
dort gegebene rein synthetische Beweis lässt sich aber noch vereinfachen, wo- 
durch das Theorem zu grösserer Anschaulichkeit gebracht wird. Ich will 
hier diesen einfachen Beweis mittheilen, zumal er auf einem an sich sehr be- 
merkenswerthen Satze der Curvenlehre beruht. 

Es sei eine räumliche Curve gegeben und eine Kugelfläche, deren Halb- 
messer gleich 1. Aus ihrem Mittelpunkte K ziehe man mit den auf einander 
folgenden Tangenten der Curve Parallelen, welche die Fläche in f, q, r, s etc. 
treffen. Man verlängere die unendlich kleinen Bogen grösster Kreise pq, qr, 
rs etc. über q, r, s hinaus, bis pP= qQ = rR etc. Quadranten werden. Die 
Ebenen dieser grössten Kreise sind den auf einander folgenden Schmiegungs- 
ebenen und die Radien KP, KQ, KR etc. den auf einander folgenden Krüm- 
mungshalbmessern der gegebenen Curve parallel. Man verlängere (Fig. 3) qP, 
rQ, sR unendlich wenig bis qa, rb, sc Quadranten werden, so werden die von 
je zwei auf einander folgenden Tangenten der Curve pqrs . . . gebildeten un- 
endlich kleinen Winkel q, r, s in aller Strenge den Breiecken qaQ, rbR, scS 
gleich, da q, r, s die Pole von aQ, hR, cS sind. Vernachlässigt man die 
Dreiecke PaQ, QbR, RcS etc., welche unendlich kleine Grössen der zweiten 
Ordnung sind, so sieht man, dass die Summe der unendlich kleinen Tangenten- 
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Fig. 3. 
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winket der Curve pqrs...z gleich ist dem zwischen ihr und der Gurve FQRS . . . Z 
enthaltenen Räume, wenn man 
denselben durch die Quadranten 
pPimdzZ begrenzt, welche die 
Curve pqrs ... 2 m ihren End- 
punkten berühren. Die Ebenen 
dieser grössten Kreise pP und 
zZ sind den an den Endpunkten 
der im Raum gegebenen Ourvc 
gelegten Sehmiegungsebenen pa- 
rallel. 

Man verlängere Zz über z 
hinaus, bis es pP in einem Punkte 
A schneidet. Der betrachtete 
Raum setzt sieh dann aus den 

beiden qAz und AZP zusammen, es ist also, wenn man die Summe der Tan- 
gentenwinkel der Curve pqrs...z mit T bezeichnet, 
qAz-\-ZÄP^ T. 

Der Raum qAz, welcher von der Curve qrs...z und den Bogen grösster Kreise 
qA und Az begrenzt wird, ist nach den über den Inhalt sphärischer Figuren 
bekannten Sätzen gleich /.qAZ+T — 180", da die "Winkel bei q und z un- 
endlich klein sind, weil die Curve pqrs...z von qA und zA berührt wird. 
Substitiürt man die Formel 



qAz = ^qAZ-hT-lSO' 
qAz^ZAP= T, 



in die obige Gleichung 

so erhält man 

ZAF ^^ISO' — /IqAZ = AZAP. 
Diese Formel giebt folgendes Theorem: 

Theorem 1. 
„Au^ dem Mittelpunkte einer Kugel ziehe man mit den Ki'ümmungs- 
halbmessem einer im Räum gegebenen Curve n^ parallele Linien, welche die 
Kugelfläche in den Punkten der Curve PZ schneiden, und gleichzeitig mit den 
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an TT und 'C gelegten Schmiegungsebenen der gegebenen Cktrve parallele Ebenen, 
welche die Kugelflache in den grössten Kreisen PA und ZA schneiden, so 
ist der sphärische Inhalt des van der Curve PZ und den Bogen grösster 
Kreise PA und ZA gebildeten Dreiecks PAZ gleich dem der Ciirve PZ 
gegenüberliegenden Winkel PAZ oder dem Supplement des Winkels der an 
n und £ gelegten Schmiegungsebenen." 

Wenn z. B. die Curve n^ eben ist, so verschwinden der Raum und der 
Winkel. Ist die Curve nt so beschaffen, dass alle ihre Tangenten mit einer 
festen Ebene einen constanten Winkel bilden, oder eine kürzeste Linie auf einer 
cylindrischen Fläche, so sind die Krtlmmungshalbmesser der Curve alle der 
festen Ebene parallel. Man kann daher den Winkel einer Tangente mit der 
festen Ebene auch als den Neigungswinkel der Schmiegungsebene zti derselben 
bezeichnen, oder es bilden auch alle Schmiegungsebenen der Curve nt mit der 
festen Ebene einen constanten Winkel. Für diesen Fall wird die Curve pqrs...z 
ein kleiner, die Curve PQRS .,.Z ein grosser Kreis der Kugei, die Winkel 
APZ und AZP werden Supplemente zu einander, und daher der Inhalt des 
sphärischen Dreiecks PAZ gleich dem Winkel PAZ. 

Aus dem Theorem I ergiebt sich unmittelbar der von mir im 16. Bande 
des Crelleschen Journals aufgestellte Satz. Es sei ABC ein räumliches Dreieck, 
von beliebigen Curven gebildet, welche nur der Bedingung unterworfen sind, 
dass in jeder Ecke die Krümmungshalbmesser der beiden dort zusammenstossenden 
Curven dieselbe Richtung haben. Mit den Krümmungshalbmessern der drei 
Curven BC, CA, AB ziehe man wieder aus dem Mittelpunkte der Kugel Pa^ 
rallelen, welche die Kugelfläche in den Punkten der Curven bc, ca, ab treffen 
mögen. Ferner ziehe man aus dem Mittelpunkte der Kugel mit den an den 
Endpunkten der drei Curven BC, CA, AB gelegten Schmiegungsebenen pa- 
rallele Ebenen, welche die Kugelfläche in den grössten Kreisen btt, ca; cß, aß; 
ay. by schneiden, so dass z, B. die Ebene des grössten Kreises ba parallel der 
an B gelegten Schmiegungsebene der Curve BC ist. Nach dem Theorem I hat 
man die drei Gleichungen 

bac= z^^bac; cßa = /ioßa; ayb = /_a-^h. 

Es mögen sich (Fig. 4) die Kreise by und ca in dem Punkte e, die Kreise ca 
und aß m dem Punkte /, die Kreise aß und hy in dem Punkte g schneiden, 
so wird, wie aus der beigefügten Figur erhellt, wenn man die sich gegenseitig 
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.cßf+ayg-efg. 



Fig. 4. 




A 



aufhebenden Räume fortlässt, 

hac-^cßa-\-ayb—ab€ = bae- 
Setzt man för den Inhalt der vier sphä- 
risclien Dreiecke bae, cßf, a yg, efy ihre 
durch die Winkel derselben ausgedrückten 
"Werthe, so wird der Ausdruck rechts vom 
Gleichheitszeichen, wenn man die Winke! bei 
e, f, g als sich aufhebend fortlässt, 
Z.hac+Acßa-\-/.ayb 
'^Aahy+Aßca+Araß—^m°. 
Das Theorem I gab aber für den Ausdruck 
links vom Gleichheitszeichen 

/.bac-\-Z.cßa-irAayh—abc. 
Die Vergleichung beider Ausdrücke ergiebt für den Inhalt des von den Curven 
bc, ca, ab umschlossenen Theiles der Kugelfläche die einfache Formel 

abc = mQ''—/^aby—Z.ßca~AYaß. 
In dieser Formel sind Z-aby, Aßca, Z^yaß gleich den Supplementen der 
Winkel, welche an jeder Ecke des gegebenen Curvendreiecks ABC die Schmie- 
gungsebenen der beiden in derselben zusammenstossenden Curven mit einander 
bilden. Solche zwei Schmiegun^ebenen schneiden sich in dem den beiden 
Curven gemeinschaftlichen Krümmungshalbmesser; ihr Neigungswinkel ist daher 
dem Winkel gleich, welchen die Curven selbst mit einander bilden. Die vor- 
stehende Formel, welche man so schreiben kann: 

ahc = 180"— Z^az-HlSO" — ZySa-t-lSO"— Z,«c^ — 180", 
giebt daher das folgende Theorem: 



Theorem IL 
„Es sei ein räumliches Dreieck gegeben, von beliebigen Curven gebildet, 
welche nur der Bedingung unterworfen sind, dass in jeder Ecke die Krüm- 
mungshalbmesser der beiden dort zusammenstossenden Ckimen dieselbe Rich- 
tung haben; aus dem Mittelpunkte einer Kugel, deren Halbmesser gleich 1, 
siehe man mit den Krümmungshalbmessern der drei Curven Parallelen, welche 
die Kugelfläche in den Punkten dreier anderen Curven treffen werden, so ist 
der von diesen Curven umschlossene Raum der Kugelfläche gleich dem Ueber- 
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Schüsse der Summe der drei Winkel des gegebenen räumlichen Curvendreiecks 
über zwei Rechten." 

Dieses ist das im 16, Bande des Crellescheii Journals von mir auf an- 
derem Wege bewiesene Theorem. 

Wenn die drei gegebenen Curven kürzeste Linien derselben Fläche sind, 
so wird die Bedingung erfüllt, dass in jeder Ecke die Krümmungshalbmesser 
der beiden daselbst zusammentreffenden Gurven dieselbe Richtung haben, da 
die Krümmungshalbmesser der kürzesten Linien einer Fläche zugleich ihre Nor- 
malen sind. Man erhält auf diese Weise das bekannte Grausssche Theorem. 
Das Theorem II ist aber allgemeiner, weil, wie Herr Clausen in Nr. 457 der 
Astronomischen Nachrichten gezeigt hat, nicht durch jede zwei in einem Punkte 
zusammenstossende Curven, in welchem ihre Krümmungshalbmesser dieselbe 
Richtung haben, sich eine Fläche legen lässt, auf welcher die beiden Gurven 
kürzeste Linien sind. 

Man kann das Theorem II noch wesentlich erweitern, indem man auch 
die in den Ecken des gegebenen Curvendreiecks stattfindende Bedingung fort- 
lässt und ein ganz beliebiges Curvendreieck ABC betrachtet. In der That giebt 
das Theorem I sogleich auch das folgende Theorem: 

Theorem IIL' 
„Es sei ein räumliches Dreieck ABC gegeben, von beliebigen Curven 
BC, CA, AB gebildet; au^ dem- Mittelpunkte einer Kugel, deren Halbmesser 
gleich 1, ziehe man mit den Krünwiungshalbmessern dieser drei Curven Pa- 
rallelen, welche die Kugelfläche in drei anderen Curven bc', ca', ab' schneiden; 
an den beiden Endpunkten jeder dieser Curven lege man grösste Kreise, bß 
und c'y, cy und a'a, aa und h' ß, deren Ebenen mit den Schmiegw^gsebenen 
parallel sind, welche an den Endpunkten B und C, C und A , A und B der 
gegebenen Curven BC, CA, AB gelegt werden, so dass z. B. die Ebene von 
bß parallel der an BC in B gelegten Schmiegimgsebene ist, so ist der sphä- 
rische Inhalt des auf dei' Kugeloberfläche gebildeten Neunecks ab'ßbc'yca'aa, 
dessen drei Seiten bc', ca, ab' im Allgemeinen Curven doppeller Krümmung, 
die seclts anderen aa, a'a, bß, b' ß, cy, c'y Bogen grassier Kreise sind, gleich 
dem üeberschusse der Summe der Winkel, welche in den Ecken des Dreiecks 
ABC die Schmiegungsebenen miteinander bilden, über ISO" oder gleich der Grösse 
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Sind die drei gegebenen Curven eben (ohne in derselben Ebene zu liegen), 
so fallen die Schniiegun^ebenen jeder von ihnen in einer Ebene zusammen, in 
welcher auch alle ihre Krümmungshalbme^er liegen, die Curven hc', co! , ab' 
werden dann ebenfalls Bogen grösster Kreise, und zwar werden immer drei Bogen 

ßb, hc' , c'y\ yc, ca', a'a; aa, aV , b' ß 
denselben grössten Kreisen angehören, oder es wird das Neuneck sieh in das 
sphärische Dreieck afiy verwandeln. Das Theorem III giebt dann den be- 
kannten Ausdruck des Inhalts eines sphärischen Dreiecks. 

Untersuchungen über die hier behandelten Gegenstände hat vor einigen 
Jahren Herr Professor Steiner der Berliner Akademie vorgelegt*). Als eine 
der fruchtbarsten Quellen muss hierbei das Theorem I erscheinen. So ergiebt 
sich z. B. aus demselben unmittelbar auch folgender schöne Satz: 

„Wenn eine beliebige stetig gekrümmte und in sich zurücklaufende 
Curve im Räume gegeben ist, und man aus dem Mittelpunkte einer Kugel 
mit den Krümmungshalbmessern dieser Curve parallele Radien zieht, so 
bilden ihre Endpunkte immer eine Curve, welche die Kugelliäche in zwei 
gleiche Theile theilt." 



*) Monatsbericht der Berliner Aliademie 1839, 25. April: „Sodann wendet sich die Betrachtung zu 
dem berühmten Gaussschen Satze über das Dreiecli, welches auf einer krummen Oberfläche durch drei 
kürzeste Linien gebildet wird. Den Beweis dieses Satzes bat Jaeobi (im Crelleschen Journal Bd. 16) 
bereits bedeutend yereiufacbt und ihn auf ein anderes Theorem zurückgefährf, das der geometrischen Be- 
trachtung anheimffillt. Bier wird eine noch weitere Vereinfachung gegeben, wodurch die Beweisgründe aus 
einer fast unmittelbaren geometrischen Anschauung hervorgehen." 

Königsberg, den 16. October 1842. 
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REGEL ZUR BESTIMMUNG DES INHALTS DER STERNPOLYGONE. 

(Bruchstück aus den liiiiteilasseiien Papieren C. G. .1. Jacobi's milgotheill durch 0. Hermes.) 
Borchardt .Tüurnal für die roine und angewandte Mathematili, Bd. 65 p. 173 — 174. 

Wenn die Seiten eines Vielecks sich schneiden, in welchem Falle ein 
sogenanntes Sternpolygon entsteht, so hat man nicht mehr einen einzigen von 
einem Contoure umschlossenen Raum, sondern mehrere geschlossene Räume, 
die entweder durch eine gemeinschaftliche Ecke oder durch eine gemeinschaft- 
liche Seite mit einander zusammenhängen. Die gewöhnlichen Entwickelungen 
über den Inhalt ebener Figuren hören för solche Vielecke auf ihre Gültigkeit 
zu haben. Man kann aber gleichwohl fragen, welches die geometrische Bedeu- 
tung des algebraischen Ausdruckes 

für solche Sternpolygone sei, und der Gleichmässigkeit wegen die diesem Aus- 
drucke gleiche geometrische Grösse den Inhalt des SternpoJygons nennen. Dieser 
Inhalt ist keineswegs der Summe der einzelnen durch das Polygon gebildeten 
Räume gleich. Denn man wird bei näherer Betrachtung finden, dass von diesen 
Räumen einige einfach, andere doppelt oder mehrfach, einige mit dem positiven, 
andere mit dem negativen Zeichen zu nehmen sind. Die Entscheidung hierüber 
ist bei einer etwas complicirten Sternfigur ziemlich beschwerlich. Ich will daher 
eine Regel angeben, nach welcher der Inhalt des Sternpolygons so leicht, wie 
es möglich scheint, jedesmal gefunden werden kann, wobei ich jedoch voraus- 
setze, dass niemals durch einen Punkt mehr als zwei Seiten gehen. 

Man bezeichne alle durch die Durchschnittspunkte der Seiten sowohl an 
den Ecken als auf den Seiten selbst gebildeten Punkte mit Zahlen in der Ord- 
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nung, wie sie ira Sinne des Urafanges auf einander folgen, indem man von l 
anfängt. Es wird auf diese Weise jeder Punkt, welcher der Durchschnitt zweier 
nicht auf einander folgenden Seiten oder kein Eckpunkt ist, mit zwei verschie- 
denen Zahlen bezeichnet, da man, wenn man im Sinne des Umfanges herumgeht, 
durch einen solchen Punkt zweimal, durch jede Ecke einmal kommt. Von einer 
. beliebigen Zahl an bilde man eine Reihe Zahlen, indem man auf jede diejenige 
folgen lässt, welche sich bei demselben Punkte befindet, bei welchem die nächst 
grössere Zahl steht, oder die nächst grössere Zahl selbst, wenn sie allein steht. 
Dieses thue man so lange, bis man wieder auf die Zahl kommt, von welcher 
man ausgegangen ist, wobei man auf die grösste der die Punkte bezeichnenden 
Zahlen wieder 1 folgen lassen muss. Man kann leicht einsehen, dass man nie 
bei diesem Verfahren auf dieselbe Zahl zweimal kommt. Durch die angegebene 
Eegel ist nämlich für jede gegebene Zahl der Reihe auch die unmittelbar vor- 
hergehende bestimmt, da sie die nächst kleinere sein muss, als die bei demselben 
Punkte mit der gegebenen befindliche Zahl, oder als die gegebene selbst, wenn 
diese allein steht. Wären daher die m'' und (m + m')" Zahl dieselben, so 
raüssten auch dieselben Zahlen ihnen vorhergehen und also die (m'+ 1)'^ mit 
der ersten übereinkommen, was gegen die Voraussetzung ist, da man die Reihe 
abzubrechen hat, sowie man wieder auf die erste zurückkommt. Schwieriger 
ist es, allgemein zu zeigen, dass in der auf die angegebene Weise gebildeten Zahlen- 
reihe niemals zwei demselben Punkte zugehörige Zahlen vorkommen können. 



Hosted by 



Google 



GEOMETRISCHE THEOREME. 

(Bruijhstöcke aus den hinter! asseneii Papieren C. G. J. Jacobi's raitgetheilt durch 0. Hermes.) 



BoTchardt Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 73 p. 179 — 206. 



EliSTES BRUCHSTÜCK. 

Wenn man über einer festen Basis Dreiecke errichtet, deren beide Schenkel 
eine constante Stimme oder eine constante Differenz haben, so ist der Ort der 
Spitzen dieser Dreiecke ein Kegelschnitt. Man kann diesen Satz auch so aus- 
sprechen : 

Wenn man über zwei festen Basen AB und CD mit denselben Schenkel- 
paaren AP = CQ, BP=DQ Dreiecke errichtet, und die einen Dreiecke CDQ 
verschwinden, so ist der Ort der Spitzen P dei' anderen Dreiecke ABP ein 
Kegelschnitt. 

Denn wenn ein Dreieck verschwindet, so fällt die Spitze in die Grimd- 
linie,, und es wird die Summe oder die Differenz der Schenkel gleich der Grund- 
linie selbst, also constant. Während bei dei- gewöhnlichen Art, den angeführten 
Elementarsatz auszudrücken, sich nicht absehen Hess, wie er auf Flächen zweiter 
Ordnung ausgedehnt werden kann, so bietet diese neue Art, ihn auszusprechen, 
den Vortheil dar, die verlangte Verallgemeinerung unmittelbar und auf die natür- 
lichste Weise zu geben. Man hat nämlich den ganz analogen Satz für den Raum: 

Wenn man über zwei festen Dreiecken ABC und DBF ah Basen mit 
denselben Scheitkeln AP = DQ, BP=EQ, CF=FQ Pyramiden errichtet, und 
die über der einen Basis DEF errichteten Pyramiden DEFQ verschwinden, so 
ist der Ort der Spitzen P der über der andere/n Basis errichteten Pyramiden ABCP 
eine Fläche zweiter Ordnung. 
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Wenn die Pyramide DEFQ verschwindet, so Mit die Spitze Q in die 
Ebene der Basis DEF. Man hat aber auch die allgemeineren Sätze, dass der 
Ort der Spitzen P eine Carve oder Fläche zweiter Ordnung ist, wenn Q in einer 
beliebig gegebenen geraden Linie oder Ebene liegt. 

Ich habe diese Sätze zuerst im 12. Bande (1834) des Crelleschen Journals 
(siehe oben p. 7—10) in einem Briefe an Steiner mitgetheilt. Da sie eine 
Lücke in der Theorie der Flächen zweiter Ordnung auszufüllen scheinen, so will 
ich sie hier näher erörtern. Ich werde zuerst zeigen, wie sie eine unmittelbare 
Folge des für die Geometrie noch nicht genug ausgebeuteten Theorems Ivory's 
sind, dass die Verbindungslinie beliebiger zwei in confocalen Ellipsen oder ElHp- 
soiden liegender Punkte gleich dei' Verbindungslinie de?' beiden ihnen in denselben 
Ellipsen oder Ellipsoiden conjugirten Punkte ist. 

Hierauf werde ich in eine genauere Discussion der erzeugten Curven oder 
Flächen eingehen. Ich beginne mit den Kegelschnitten, 



Es sei die Gleichung einer gegebenen Ellipse, auf ihre Hauptaxen bezogen, 

und die Gleichung einer ihr confocalen Ellipse 

— *-V-' + — ^T— = 1> 
mm+Q nn+Q 

WO n<Crn sein mag. Zwei Punkte dieser Ellipsen, P und Q, deren Coordinaten 

X = ma, y = nß 

und 

^ =. Ymm^'ii.a, y = yW^p.^ 

sind, wo 

aa+ßß = 1, 

heissen einander conjugirt. Hat man zwei andere eonjugirte Punkte P' und Q\ 

deren Coordinaten 

X = mß', y = uß' 

und 

^ ^ Ymm-^Q.a', y = ynn+Q.ß' 

sind, wo wieder 

a'a'-bß-ß' = 1, 
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und daher 
oder 



ti+Q .a—ma'y-i-(ynn-i-Q .ß—nß'y, 
Pfr-P'Q-' = Q(a'a'+ß'ß'-aa-ßß) = 0, 
PQ' 



^ P'Q, 

welches der Ivoryschc Satz für Elhpsen ist. Setzt man gleichzeitig Ti]/— 1 
und ß V — 1 für n und ß, so erhält man denselben Satz für confocale Hyperbeln. 
Lässt man p bis zu dem Werthe — nn abnehmen, also nn-\-^ und y 
gleichzeitig verschwinden, so hat man ffjr die Punkte der zweiten Ellipse 



Dieselbe rediicirt sich daher, da a immer zwischen — 1 und + 1 liegt, auf das 
zwischen den beiden Brennpunkten gelegene Stück der grossen Axe, welches 
ich die Grenzellipse nennen werde. Es seien (vgl. Fig. 5) 0, F, F' der Mittel- 
punkt und die Brennpunkte der gegebenen Elhpse, A und A' die Endpunkte 
ihrer grossen, B und B' die Endpunkte ihrer kleinen Axe. Setzt man a = 0, 
/?=±1, so erhält man als die conjugirten Punkte den Punkt der Grenz- 
ellipse und die Punkte B oder B' der gegebenen Elhpse. Setzt man dagegen 
ß = ±l, /J=0, so sieht man, dass den Punkten F und F" der Grenzellipse 
die Punkte A und A' der gegebenen conjugirt sind. Sind daher allgemein P 
und Q zwei beliebige conjugirte Punkte der gegebenen Ellipse und der Grenz- 

elhpse, 80 hat man nach dem Ivory sehen 

Theorem 
PF=QA, PF'^QA\ PO=QB=QB', 




d. h. die Summe der von den beiden Brennpunkten 
B' einer Ellipse F und F' nach einem ihrer Punkte 

P gezogenen Radii vectores ist immer der grossen 
Axe AA gleich, und wenn man auf dzeset^ die den beiden Radii vectores gleichen 
Stücke AQ^=FP, QA' = PF' abträgt, so wird die Entfernung des Punktes Q 
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von den Endp\mkten der kleinen Axe gleich der Entfernung des Punktes F vom 
Mittelpunkt der Ellipse. 

Wenn durch die Gleichuno; 



eine Hyperbel gegeben ist, deren Mittelpunkt, Brennpunkte und Endpunkte „der 
grossen (d. h. reellen) Axe wieder 0, F und F', und A und A' heissen mögen, 
so sind die ihr confocalen Hyperbeln in der Gleichung 

££ yy ^ I 

mm-\-Q nn — g 
enthalten. Zwei conjugirte Punkte P und Q der gegebenen und einer ihr con- 
focalen Hyperbel haben zu Ooordinaten 

a: = ma, y = nß, 
x^ ymm-i-Q.a, y^^nn — Q,ß, 
wo 

aa-ßß = 1. 

Eine Grenze der confocalen Hyperbeln entspricht dem "Werthe p = nn. Lässt 
man y und nn^p gleichzeitig verschwinden, so wird für die Punkte dieser 
Grenzhyperbel 

.X = '^mm+nn .a, y ^ 0. 

Es j-educirt sieh daher diese Hyperbel, da « > 1, auf die über F und F' hin- 
aus nach beiden Seiten in's Unendliche gehende Verlängerung der Linie FF'. 
Setzt man «^±1, so sieht man, dass den Punkten F und F' der 
Grenzhyperbel die Scheitel A und A' der gegebenen Hyperbel conjugirt werden. 
"Werm der Punkt Q, von F oder F' an, die unendliche Verlängerung von FF' 
über J^ oder F' hinaus durchläuft, bewegt sich P auf der einen Hälfte des einen 
Zweiges der Hyperbel, und in jedem Augenblicke hat man 

PF= QA, PF' = QA', 
also 

PF'—PF= QA'—QAt=AA', 

welches der bekannte Satz für die Hyperbel ist. 

Man erhält für die confocalen Hyperbeln eine zweite Grenze, welche dem 
"NVei-the p= —mm entspricht. Lässt man nämlich x und mm + (} gleichzeitig 
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verschwinden, so wird für die Punkte dieser Grenzhyperbel 



Kg. 6. 



und da (i keiner Begrenzung unterworfen ist, so reducu't sie sich auf die ganze 
Länge der kleinen (d. h. imaginären) Axe. Setzt man // == 0, so sieht man, 
dass dem Punkte dieser G-renzhyperbel die Scheitel (Endpunkte der gi'ossen 
Axe) der gegebenen Hyperbel entsprechen'). 

Hat man daher auf der gegebenen Hyperbel 
(vgl. Fig. 6) den Punkt P und auf der kleinen Axe 
den conjuglrten Punkt Q der zweiten Grenzhyperbel, 
80 wird AQ^^ OP, wodurch man leicht Q findet, 
wenn P gegeben ist, und umgekehrt. Man wird 
deshalb aus dem Ivorysehen -Theorem folgenden 
Satz ableiten können: 

Wenn man aus dem Mittelpunkte und dem 
Scheitel A einer Hyperbel respective nach der Hyperbel 
und der kleinen Axe die gleichen Linien 
OP=AQ, OP' = AQ' 
zieht, so hat man auch PQ' ^ P'Q. 

Das Ivorysche Theorem führt aber mit derselben Leichtigkeit auf einen 
allgemeineren Satz, welcher eine Eigenschaft der beiden Linien angiebt, die man 
aus den Punkten eines Kegelschnitts, z. B. der Ellipse Fig. 7, nach zwei be- 
liebigen festen Punkten der grossen 




Fig. 7. 




J- H h'J" 



Axe zieht. Es seien nämlich f und 
/' zwei beliebige feste Punkte der 
Linie PF', die Punkte g und g' ihnen 
auf der Ellipse conjugirt, so hat man 
für jeden Punkt Q der Linie und 
den ihm conjugirten P der Ellipse 

Pf=qg, Pf'==Q9% 
und daher folgenden Satz: 



*) Mau JtÖnnfe auch s 
auf einander beziehen und imir 
Ähstäüde vom Schnittpunkte ei 



die beiden Aien und mithin 


jede zwei ^u einander 


rechtwinkelige Linien 


zwei Punkte auf ihnen als 


oujngirte betrachten, we 


m die Quadrate ihrer 


constante Differenz haboa. 




J. 
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Satz I. 

Die beiden Linien, die man von zwei auf der grossen Äxe zwischen den 
Brennpunkten beliebig liegenden festen Punkten nach den verschiedeilen Punkten 
einer Ellipse zieht, können zu Schenkeln eines über einer anderen festen Basis 
beschriebenen Dreiecks genommen werden, dessen Spitze eine gerade lAnie durchlauft. 

Man kann diesen Satz auch so darstellen, wie ich ihn am angeführten 
Orte (Crelle's Journal Bd. 12; siehe oben p. 9) ausgesprochen habe: 

Satz n. 

Wenn man über zwei festen Basen gg' und ff mit denselben Schenkeln 
Qg = Ff, Qg' = Pf Dreiecke beschreibt, und die Spitze Q des einen Dreiecks 
eine beliebig gegebe^ie gerade Linie durchläuft, so beschreibt die Spitze P des an- 
deren Dreiecks einen Kegelschnitt. 

Wenn die gegebene gerade Linie die Basis gg' selbst ist, so werden /, f 
die Brennpunkte des Kegelschnitts. Aber man hat auch den allgemeineren Satz, 
dass, wenn die gerade Linie durch den einen Endpunkt g der Basis geht, der 
entsprechende Endpunkt f der anderen Basis der eine Brennpunkt des Kegelschnitts 
wird. Denn, wenn der Punkt g des Kegelschnitts in die gerade Linie ff, die 
grosse Axe, zu liegen kommt, so feilt g mit dem Endpunkt der grossen Axe A 
zusammen und der conjugirte Punkt f mit dem Brennpunkt F. 

Ich will jetzt den nach Satz II erzeugten Kegelschnitt näher bestimmen, 
wobei ich der besseren Unterscheidung wegen die Linien gg' und ff die erste 
und zwei,te Basis nennen werde. Es sei in der ursprünglichen Figur 7, welche 
dem Satz I zu G-runde liegt, 

0f=-\/7n'm—nn.a, Of = ■\l^m—nn.a', 
SO wird die zweite Basis 

//' = "|/mm — nm.(o;^ß'). 
Die den Punkten /' und /' conjugirten Punkte des Kegelschnitts, g und g' , haben 
die Coordiiiaten 

m«, raj3 und ma', nf, 

WO 

««+^^==«'«'+^'^' = 1. 
Sind h und K die Fusspunkte der von g und g' auf die gemde Linie gefällten 
Perpendikel, so sind Oh = ma, Oh' = m«' gegeben, und es ist, wenn ^die Mitte 
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von h und li ist, 

'20H = mia+a')- 
ferner ist die Projection der ersten Basis auf <liese Linie 

kh- = „.(„-«■), 

und daher 



"j/mm — nn ff n \'hh''' — ff 

'"'m " hh- ' Tn ^ W 

Ueberdies hat man 

gh = nß, g'h'=nß', 

und daher 

hk'Hg'h'^—gh^) .,, ,. 

—^.2_ff2 - '» iß -ß) — m{a^a )^m{a^a).hli, 

woraus 

20U= Oh+OK = "'■'l-if-ß P ■ 
hh' — ff^ 

Diese Gleichung bestimmt die Lage des Mittelpunktes des Kegelschnitts. 
Hat man gefunden, so zeigen die Gleichungen 



wo man die Punkte /' und f in der gegebenen geraden Linie anzunehmen hat, 
damit die ursprüngliche, dem Satz 1 zu Grunde liegende Figur 7 erzeugt wird, 
in welcher der erzeugte Kegelschnitt die gegebene gerade Linie zur grossen Axe 
hat und durch die festen Punkte g und g' geht, die den Punkten / und f con- 
jugirt werden. 

Man kann den für OH gefundenen Ausdruck etwas einfacher darstellen, 
wenn man den Schneidungspunkt k der nöthigenfalls verlängerten ersten Basis 
gg' mit der gegebenen gei-aden Linie zu Hülfe nimmt. Man hat nämlich 

kh -.kh' = gh:g'h', 
und daher 

kh' -\~kk: hh' = g' h'-\-gh:g'h' ^gh. 
Da 

kh'^kh = 2kH, 
so folgt hieraus 

OH— LH (9'^'—9hy _.jr. 9 ^"-^f>'" 



Hosted by 



Google 



GEOMETRISCHE THEOREME. 49 

Man findet ferner nach einiger Rechnung, wenn G der Mittelpunkt der ersten 
Basis gg' ist, das Quadrat der halben kleinen Axe 

" — hh'^—ff^ ~^~' 

oder 

Aus den gefundenen Formeln leitet man folgende Resultate ab: 

I. Wenn die zweite Basis ff sich auf einen Punkt reducirt, so wird 
der Kegelschnitt ein um diesen Punkt als Centrum beschriebener Kreis. Die 
Bedingung, dass der Kegelschnitt eine Ellipse sei, ist 

ff <i hh'. 
Der Mittelpunkt der Ellipse liegt auf der Verlängerung von kH über 
H hinaus, und zwar liegen, wenn, wie in Figur 7, g'}\! > gh ist, /; und K auf 
derselben Seite oder auf verschiedenen Seiten von 0, je nachdem 

g'h"^ — gh^ >■ hh'^ — ff^ oder f/h'^ — gli^ < lili'^ — ff'^., 
d. h. je nachdem 

cj'W^^ff'-^-'jh'-' oder y'h'"--^ff^<_ijh''K 

II. Wenn ff = hh! oder die zweite Basis gleich der Projection der 
ersten Basis auf die gegebene gerade Linie, so wird der Kegelschnitt eine Parabel. 

III. Ist ff 7> hh', so wird der Kegelschnitt eine Hyperbel. Aus den 

Gleichungen 

,. _ (»"-ff'XO'^'-iff") 
hh"~ff" 

folgt, dass 1-^ negativ, m^ positiv, oder dass die gegebene Linie die grosse Axe 
der Hyperbel ist, wenn //' gleichzeitig kleiner oder grösser ist als die beiden 
Linien gg' und 'iGh; ferner dass n^ positiv, m^ negativ, oder dass die gegebene 
Linie die kleine Axe der Hyperbel ist, wenn ff zwischen gg und 2(3ä ent- 
halten ist. Es ist übrigens 

4:Gh? = kk'^-[-(g'h'-hghy, 
und daher gg' <i2Gh oder gg' >'iiGh, je nachdem die Punkte g und g' auf 
derselben oder auf verschiedenen Seiten der gegebenen Linie liegen. 
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Um zwei beliebige Dreiecke ABC und A'B'C Kegelschnitte zu beschreiben, 
welche gleiche Excentricität haben, und in loeleken A und A', B und B', C und 
C conjugirte Punkte sind. 

"Wenn in zwei ebenen Figuren sich je zwei Punkte so entspreclien, dass 
ihre Abscissen sich wie rn : m' und ihre Ordinalen wie n : n' verhalten, so ver- 
hält sich der Inhalt eines zwischen drei Punkten der einen Figur beschriebenen 
Dreiecks zum Inhalt des zwischen den entsprechenden Punkten der anderen 
Figur beschriebenen Dreiecks wie mnim'n'. Sind daher die auf die Haupt- 
axen bezogenen Gleichungen der beiden gesuchten Kegelschnitte 



ABC: A'B'C = mn:m'n'. 

Aus demselben Grunde bat man, wenn man und 0' die Mittelpunkte der 
beiden Kegelschnitte nennt, 

O'B'C _ O'C'A' __ O'A'B' _ m'n' 
OBC ~~ O'CA '"" ÖÄB ~^ii^' 



OBC-.OCA: OAB = O'B'C: 0' C A' : O'A' B'. 

Der Punkt wird der Schwerpunkt der Punkte A, B, C, wenn man 
an diesen den Dreiecken OBC, OCA, OAB proportionale Gewichte anbringt. 
Ebenso wird 0' der Schwerpunkt der Punkte A', B', C, wenn man an ihnen 
den Dreiecken O'B'C, O'C'A', O'A'B' proportionale Gewichte anbringt. Die 
Gewichte, welche man an A, B, G anzubringen hat, um den Punkt zum Schwer- 
punkt zu erhalten, können daher den Gewichten gleich gesetzt werden, welche man 
an A', B', C anzubringen hat, um den Punkt 0' zu ihrem Schwerpunkt zu erhalte^i. 
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Die an A, B, C angebrachten Grewichte mögen «■, ß, y heisscn und ihre 
Summe /t, so wird die Entfernung eines beliebigen Punktes P vom Schwer- 
punkt durch die bekannte Formel 

gegeben. 

Ebenso wird die Entfernung eines Punktes F' von 0' durch die Formel 

^.P'O'^ = a.P'A'^-hß.P'B'^-hr-P'C"'— — \ßY-B'C'^'i-ra.C'A'^+aß.A'B'^\ 

gegeben. Sind P und P' zwei conjugirte Punkte, und ist 

p'^ =: m"^ — m'^ ^ n^ — n'-, 

so hat man auch 

jß =r PO'^-P'O"-', 

und daher, wenn man die angegebenen Werthe von /i.PO~ und fi.P'O"-' substi- 

tuirt und der Kürze halber 

BC' — B'C"' = u, CA}~C'A"' = V, AB''— A' B"' = «.■ 

setzt, 

lip^ = a(PA^—P'A'^)+ß(PB^—P'B'^)-hY(PC^-~P'C'')—^{ßY-it+Y<^-^+aß-^'\- 

fi 

Lässt man P nach und nach mit A, B, C und gleichzeitig P' mit A\ B', 6" 

zusammenfallen, so giebt diese Forme! die Gleichungen 

fip^-\ (jSj'.M-Hj'ß. «+«(?.») = ßw-i-yv==^yu-+-aw = av+ßu. 

Aus diesen Gleichungen folgt, dass die Gewichte «, ß, y den Grössen 
u(v-i-u!—u), v(iu-i-ti — v), w(u-i-v — w) pi'Oportional sind. Setzt man sie 
diesen Grössen gleich, so folgen aus den Werthen 

u{v+w-u) = a, v(u'^u-v) = ß, tu{u+v^iü) = y 
die Gleichungen 

ferner 

ßY-u^-ya.v+aß.y,- ^ 2,vio[u^-hv^ -htc'-(v-wy-(w-uy-(u~vy] = uvwfi, 
und hieraus 
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"Wir haben daher den Satz: 

Wenii zwei den beliebig gegebenen Dreiecken ABC und A'B'C umschrie- 
bene Kegelschnitte gleiche Excentricitä't haben, und in ihnen A und A', B und B', 
C und C conjugirte Funkte sind, so erhält maii ihre Mittelpunkte und 0' als 
die Schwerpunkte von A, B, C und von A\ R', 6", wenn man in diesen drei 
Punkten respective die Gewichte 

«(,+«,_„), ,(^,+„_,.)^ ,.(«+«-,«) 
anbringt, wo 

u = B€^~B'C% V = Cä^ — C'ä'\ w = AB^~A'B'^ 
ist, und es wird die Differenz der Quadrate der halben grossen oder der halben 
kleinen Axen der Kegelschnitte gleich 



Nimmt man in jedem der beiden Kegelschnitte die beiden Hauptaxen 
zu Coordinatenaxen und setzt die Coordinaten von B und C gleich 

m cosij, n srntj und m cosü; n sin^, 
SO werden die Coordinaten von B' und 6" 

m'cosi;, w'siiiT; und 7w'cos^, n'äin^; 
hieraus folgt, da 

m^ — m'^ := n' — w'^ = p^, 
u = ßC'^— ß'G"^ ^p*((cos)i — co8i9-)^+(8inj; — sinil-)*) 

i— ^ 

2 
Nennt man A den Inhalt des gegebenen Dreiecks ABC, so wird der Inhalt 

des Dreiecks OBC eleich . Andererseits wird der Inhalt desselben Dreiecks 

*^ 11 

± ^mnsm(7j — V'), 
imd daher 

-— — — = -i-sin^);— y); 



dividirt man diese Gleichung durch 



2 
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und daher 

ip^A'^u' w_ 

Quarlrirt inaii den Werth von €{-=it(v-k-w — ti) und vergleicht den füi' /* ge- 
fundenen AVerth, so ergiebt sich 

„. = ..(4™-,.) = 4.V,»(l-^»,). 

Die vorstehende Gleichung verwandelt sich daher nach Division durch I — -r—r- 
in die folgende: 

Nennt man A' den Inhalt des Dreiecks A'B'C, so erhält man eine ganz ana- 
loge Gleichung. Aus den beiden so gefundenen Gleichungen 

folgt, wenn man abzieht imd durch p^ dividirt, 
und daher 



Hieraus folgt die vierte Potenz der halben Excentricität beider Kegelschnitte 

ofler 

= [16CA+A')'— i«][16(A — A')-— mJ- 
Man erhält aber auch einen merkwürdigen Ausdruck, wenn man die vor- 
stehende Grösse durch die unmittelbar gegebenen Seiten der Dreiecke ABC und 

*) Die llerleitung dieser Qleicliuiig märe nui' tlaiui unstatthaft, wenn u = u -=t ip = 4^;^. Wenn 
«^=u = w, wird aber it=i^a\p^ = ^v, es müssio also u = i;r=i«^0 sein, oder beide Dreiecke mfissten 
congnient weiden, in welcliem Falle die ganze Aufgabe unsfatthaft ist. J. 
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A'B'C dai'stellt. Es sei 

BC =.0, CA =4, AB =c, 
B'C' = a', C'A' = b', A'B' = c', 
so wird 

16 A' = 2(6'! c' -l-c« «■ +0' S> ) — o' — S< — fi, 
16A" = 2(b"c"+c''J'+a"b")—a»-l,'>-~c'', 

und daher 

m{A'+A"--t-) = 2|«''(S=+c'-»')+6"'C«'+«>-S')+c"Co'+S'-«')l- 
Bemerkt man die Formein 

(t'+c'—a'y =. 4SV— IfiA', 
(c'+o'— *')(«'+*'—«') = »•— 4'^c'+2S>62 = 16 A» — 2o'(S'+«" — »•) 
und die älmüclien, so erliält man 

256 ( A' + A" — J' )' — 1024 A' A" 
= 16(i>"4'c'+S"c"o>4-c'%'S') 

— 16(6" £'•<>'(*'+«'—«')+«" <'"S'(«'+<i'-6')+<i"S''c'(<i>+J«—o=)|. 
Setzt man der Kürze lialber 

JV" — o'6'-' = a, o'o"— <iV> = SB, a'6"— 6"o" = 6, 
SO liaiin man dem vorstellenden Ausdruclt folgende elegante Form geben : 



Aus der ganzen Natur der Aufgabe geht hervor, dass die vorstehende 
Grösse positiv ist. Man sieht es aber nicht so leicht aus der Art, wie dieselbe 
zusammengesetzt ist, daher ich dies kurz beweisen will. 

Man setze 

SO hat man 



ferner 



r+d" = 0, 
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und daher 

36+6a+aSB = ^••h"c"(a"d'd"+i"d"il+c"dd'). 
Es ist daher zn beweisen, dass der in Klammern eingeschlossene Ausdruclf immer 
negativ ist. Da d+d'~\~d" = 0, so müssen zwei der (rrössen dasselbe Zeichen 
haben, während die dritte Grösse das entgegengesetzte Zeichen hat. Haben 
z. B. rf' und d" dasselbe Zeichen, so sieht man, dass die in Klammern einge- 
schlossene Grösse negativ wird, wenn man ihr die Form giebt 

d'd"(i'"—l>"—e")—l>"d"'—e"d'' = '-d'd"[(b' +e')'—a"]—IJ>' d" ^c' d'y, 
da immer von den drei Seiten des Dreiecks A'B'C die Summe b'-^-c' von 
zweien grösser als die dritte a', also (^b' -hc'y — a'^ positiv ist. 

Wenn m^ — «" = m'^ — n'^ = 0, so muss man §1 = 3i = S ^ haben, 
oder: sollen die Kegelschnitte Kreise werden, so müssen die Dreiecke ABC und 
Ä'B' C einander ähnlich sein. 

Aus den Gleichungen 



= 2|o'(i"+c'>_«'>)+»'(«"H 
16A» =. a'(l>'+c'—a')+l>'(e'+ct'- 
16 A" = (i"(J"+«"— a")+i'"(c'ä+ 



.^-6>)+»"(«'+6'-o')) 
,„'>-_S'!)+„>(<,'.4_J'._„'!)|, 

i»~l,'^)-l-c"(a''+l,"—c"-l 



(m 



■2p' 



n") 



= 8(a'~A 
= uilP+c'- 
= 8(A'— A 

= u{i,"+<;'- 



^ 16/ 

. t\ 

Kl 



«!)+„(„! + 4!_c!), 



-4")+w(o'»+yä-o"). 
Wenn ,« und u, v, w positiv sind, müssen diese beiden Ausdrücke ebenfalls 
positiv werden, was von dem ersten zu beweisen hinreicht. Wenn die drei 
Grössen W-^-c' — a', <?-^c^—l?, o? -^l? — & positiv sind, erhellt dies von selbst. 
Es kann aber eine der drei Grössen, z.B. 6^ + c^ — d' , negativ werden. In 
diesem Falle stelle man den Ausdruck so dar: 

a(S!+<,s_ai)+„(t>_)-ai_S')+„(„!+J!_<,')=.2(<.«>+»;S!)—C«'— '' — «')(«— •>-•»). 
wodurch man sieht, dass er positiv ist, wenn ?( < i' + ^t'. Ist w > y H- ^(J, so 
hat man doch u — v — mi < 2Vrw^; denn damit 

,. = (y^+i/i7-i-i/S)()Ä"+y;;_i/.;7)()/»+i/«-y'^xy«-i-l/'-V") 
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[jDsitiv sei, muss von den drei Grössen ^u, Yv, ^w eine immer kleiner als die 
Sumnie der beiden anderen sein. Ebenso hat man, wenn a^ > i^-4-c^, doch 
a^ — h^ — c' <C'2bc und daher (a^ — Iß — (?)(ti — v — it;) < 4 Ä c Vwm!. Da nun 
2(uc-+M'fi^) > 45cV«i(?, so wird der vorgelegte Ausdruck immer positiv. Man 
leitet hieraus leicht die Folgerung ab, dass die Grössen w^ und 71? nie zugleich 
negativ werden können. 

Wenn fi positiv ist, so müssen die Seiten des Dreiecks ABC alle grösser 
oder alle kleiner sein als die entsprechenden Seiten des Dreiecks A!B'C'. Ferner 
müssen die Differenzen der Quadrate der entsprechenden Seiten beider Dreiecke, 
oder die Grössen u, v, to, so beschaffen sein, dass man Y±ti, Vzty, Y±w zu 
Seiten eines Dreiecks nehmen könne, welches ich A"B"C" nennen und dessen 
Inhalt ich mit A" bezeichnen will. Man kann mit Hülfe dieses Dreiecks meh- 
rere der angegebenen Formeln elegant construiren. Zuerst wird 

fi = 16A"A", 

ferner, da p = -^tttt-, so wird p gleich dem. Radius des dem Dreieck A"B"C" 

umschriebenen Kreises. Die Gewichte a, ß, y verhalten sich ferner, wie die 
Sinus der doppelten Winkel des Dreiecks A"B"C", oder verhalten sich wie die 
Gewichte an den Ecken des Dreiecks A!' B" C" , deren Schwerpunkt de^' Mittelpunkt 
des diesem umschriebenen Kreises ist. 
Man hat ferner 

_p^__nin^m'}i'_ 
A" A A' ' 

^ , — ^^ = (A + A'-hA")CA+A'— A")(A-A'+A"XA — A'-A"). 

Diese letzte Formel lehrt, dass unter den Dreiecken A, A', A" eins grosse?' als 
die Summe der beiden anderen sein mnss. Die Combination beider Formeln 
fOhrt auf die Gleichung 

pX?n?—n^y ^=: (mn+m'n' -i-ppXmn-\-m' n' —ppXmn~m' n' --\-pp)(mn — m' n' ~pp), 
welche durch die Substitution der Werthe m'* = m^^p'', n'" = n^- —p"' iden- 
tkch wird. 

Aus den Gleichungen 

~ fl" ' ~ fl3 

folgt, dass. die beiden Kegelschnitte Ellipsen oder Hyperhein sind, je nachdem. 
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fi positiv oder negativ ist. Denn es tritt das eine oder das and(?re ein. je 
nachdem m^n^ positiv oder negativ ist. Die vorstehenden Gonstructionen gelten 
daher für den Fall, dass die Kegelschnitte Ellipsen sind, und umgekehrt: es 
werden die Kegelschnitte Ellipsen, wenn das Hülfsdreieck A"B"C" reell wird. 

Ich will das im Vorstehenden für die Beschaffenheit der Kegelschnitt-e 
gefundene Kennzeichen noch auf eine andere Art beweisen, und zwar vermittelst 
eines schönen Satzes, welchen Steiner im 99"" Bande des in Rom erschei- 
nenden Giornale Arcadico bekannt gemacht hat*). Wenn man nämlich um ein 
Dreieck ABC einen Kegelschnitt beschreibt, dessen Mittelpunkt ein gegebener 
Punkt ist, und das Dreieck MM'M", dessen Ecken die Mitten der Seiten 
des Dreiecks ABC sind, construirt, so wird zufolge dieses Satzes der Kegel- 
schnitt eine EUipse, wenn im Innern des Dreiecks MM'M" liegt oder in 
einem der drei unendlichen Räume , die an einer der Ecken des Dreiecks 
MM'M" von den Verlängerungen seiner zwei dort zusaminenstossenden Seiten 
eingeschlossen werden; wenn dagegen der Mittelpunkt in einem der drei 
unendlichen Räume Hegt, welche von einer der Seiten des Dreiecks und den 
Verlängerungen der beiden anderen umschlossen werden, so wird der Kegel- 
schnitt eine Hyperbel. Ist als Schwerpunkt der drei Punkte A, B, C ge- 
geben, wenn man in ihnen die Gewichte a, ß, y anbringt, und sind M, M', M" 
die Mitten der Seiten BC, CA, AB, so wird auch der Schwerpunkt der 
Punkte M. M', M", wenn man in ihnen die Gewichte 

a' = ß+y—a, ß'^y-i-a-ß, y' = a+ß—y 

anbringt. Haben diese drei Gewichte «', ß' , y' dasselbe Zeichen, so fällt ihr 
Schwerpunkt in das Innere des Dreiecks MM'M". Haben zwei Gewichte. 
z. B. ß' und /, dasselbe Zeichen, aber das dritte Gewicht «' das entgegen- 
gesetzte, so fällt entweder in den bei M oder in den über M'M" gebildeten 
unendlichen Raum, je nachdem a'-\-ß'-i-y' dasselbe Zeichen wie cc' oder wie 
ß' und y' hat. Man kann daher sagen, dass der Kegelschnitt eine Ellipse oder 
Hyperbel wird, je nachdem a'-i-ß'-hy' dasselbe oder das entgegengesetzte 
Zeichen wie ti'ß'y' hat, oder man hat den Satz: 

Wenn ein Kegelschnitt durch drei mit den Gewichten «, ß, y behaftete 
Punkte geht und ihren Schwerpunkt zum Mittelpunkt hat, so wird der Kegel- 



") Wieder abgedruckt im 30"^" Rande v 
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schnitt eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem die Grösse 
(a-\-ß+YXß-hy-aXY-ha-ßXa+ß-y) 
positiv oder negativ ist. 

Für die oben (S. 51) angegebenen Werthe von a, ß, y wird 



ß' = y^a-ß = („+'^— «)(. -n- + u) = j^, 

y' _ a-i-ß-r = (v,-^u^vX^-u + v) = -^ . 

Da das Product dieser drei Grössen immer positiv ist, so hat das Product der 
vier Grössen in dem eben bewiesenen Satze dasselbe Zeichen wie a-hß+y = fi, 
und es wird daher der Kegelschnitt eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem 
f.1 positiv oder negativ ist. Man kann noch bemerken, dass der Punkt nie 
in die Seiten des Dreiecks MM'M" oder in ihre Verlängerungen fallen kann, 
wenn er nicht einer der Punkte M, M' , M" selbst wird; denn es müsste in 
jenem Falle eins der Gewichte in den Punkten M, M', M" verschwinden, 
welches aber zufolge der Beschaffenheit der Werthe dieser Gewichte nicht 
möglich ist, ohne dass noch ein anderes Gewicht verschwindet, in welchem 
Falle der Schwerpunkt mit dem dritten Punkte zusammenfällt. Wird z. B. 
v-\-w — u = 0,so vei^chwinden ß', y', a; es wird ferner ß = y = 2vw, fi = 4:Vw, 

Die Kegelschnitte bleiben in diesem Falle bei unserer Aufgabe vollkommen 
bestimmt, obgleich im Allgemeinen die Aufgabe, einen Kegelschnitt mit ge- 
gebenem Mittelpunkt einem gegebenen Dreieck zu umschreiben, unbestimmt 
wird, wenn der gegebene Mittelpunkt in die Mitte einer der Seiten des Dreiecks 
fällt. Der hier betrachtete Fall tritt ein, wenn das HiUfsdreieck A"B"C" recht- 
winklig ist. 

Setzt man wieder, wie oben, die Coordlnaten der Punkte B und (J gleich 
mcostj, msinij Lind mco&O-, nsin!}, 
so wird die Tangente des Winkels, welchen BC mit der grossen Axe bildet, 

n(ßtarj — sin-j) __ n ^ 2 ' 

micosTj-oosi^) ~~m ,.^jn^^ , no«> " 
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Der Punkt D, in welchem der mit BC parallele Durchmesser den Kegelschnitt 
trifft, hat daher die Goordinaten 



nd es wird 
OD"- 



, cos (^±^+90"), «.io(l--t^ + !)00, 



-j,- h n' cos- - 



Snbstituirt man hierin den Werth sin^-^-i 



4pä 



und bildet die bei- 



den anderen ähnlichen Foiraeln, so findet man für die Quadrate der den Seiten 
BV, CA. AB parallelen halben Durchmesser die Werthe 



Ebenso werden die Quadrate der den .Seiten B'C, C'/l', 
Durchmesser 



A']-)' parallelen halben 



nd die Differenz je zwe 



!<■ /' /( 

■ entsprechenden Grössen wird 



Die beiden Kegelschnitte sind im Allgemeinen schon durch drei ihrer 
Punkte A, B, C; A', B', C und durch ihre Mittelpunkte und 0' vollkommen 
bestimmt. Legt man ihre Mittelpunkte und grossen Axen in einander, so er- 
hält man diejenige Lage, in welcher ihre beiden Brennpunkte zusammenfallen, 
auf welche sich unsere ursprüngliche Betrachttmg bezog. In dieser Lage wird 
nach dem Ivoryschen Theorem 

ßC" = 6'S', GA'^AC\ AB' = BA'. 
Es ist also durch die angestellten Untersuchungen auch die Aufgabe gelöst: 

Zwei beliebige Dreiecke ABC und A'B'C in solche ge^genseitige Lage 
zn bringen, dass BC = CB', CA' = AC, AB' = BA' wird. 

Setzt man nämlich, wie oben, 

B(P—B' C'^ = u, CA''— CA''' = V, AB'^—A'B" = w 
und bringt in A, B, C und ebenso in A', B', C die Gewichte 

»(.+«.-«), f(»+«-r), .■(«+»-«■) 

8' 
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tili, deren Schwerpunkte und 0' seien, so suche man die grossen Axen der 
beiden Kegelschnitte, die den Dreiecken ABC, A'B'C umschrieben sind und 
respective imd 0' zu Mittelpunkten haben. Denkt man sich die Punkte 
und 0' und diese grossen Axen in den Dreiecken fest und legt sie Eiuf einander, 
so erhalten -die Dreiecke die verlangte Lage, — 

Eine besondere Betrachtung macht der Fall uothwendig, wenn zwei cor- 
respondirende Seiten der beiden Basisdreiecke einander gleich sind. Denn die 
Analysis, durch welche oben die Gewichte «, ß, y und der Werth von p^ ge- 
funden wurden, setzt voraus, dass keine der Grössen «, v, w verechwinde. Es 
sei z.B. BC = B'C, also w = 0, so geben die gefundenen Formeln 

l( = 0, «=0, ;i^:=0, 

Die Verhältnisse von m^, n', ^° bleiben endlich. Die Punkte und 0' kommen 
in die Linien BC und B'C selbst *a liegen. Lässt man B mit B', C mit (." 
zusammenfallen, so ßlllt auch in 0'. Man findet dann diesen Punkt durch 
eine leichte Consti-uction, indem man auf AA' in der Mitte von AA' ein Per- 
pendikel errichtet, dessen Durchschnitt mit der Linie B'C den Punkt giebt. 
Die beiden Kegelschnitte verwandeln sich in die Systeme zweier gei-aden Linien, 
von denen die eine B'C, die beiden anderen OA und OA' sind. Die Oberfläche 
wird ein Kegel, dessen Spitze 0' und dessen Focalhnien 0' A' und B'C sind. 
Dreht man das System der Linien OA, OB mit unverändertem Winkel um 
nach OA' zu um den halben Winkel AOA', so erhält man die beiden Linien, 
in denen der Kegel von der Hauptebene A'B'C geschnitten wird, durch welche 
nebst den Brennlinien der Kegel bestimmt ist. 

Wenn gleichzeitig u ^= 0, v = w, erhält man 
ß-i-y = a, f = iv. 

Eine der Grössen m^ und ti^ wird unendlich, während die andere end- 
lich bleibt. Nimmt man an, dass m unendlich wird, so giebt die aus den oben 
allgemein gefundenen Werthen folgende Gleichung 

^^'^' _ _p!_4:._ 

für den besonderen Fall 
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Lässt man wieder .ß and C in B' und C fallen, so ist j^1/1' senkretlit auf'ß'C; 
trifft AA' die Linie B'C in H', so hat man 

V = Aß'-' — A'jn, 
A« AB"' 



rv' = IAH'\ 

Die Fläche ist ein Cylinder, dessen Axe durch den Punkt N' , die Mitte vo; 
AH', geht und mit B'C parallel Ist. Die Basis des Cylindere wird ein Kegel 
schnitt, dessen Gleichung 



Ay' 4s- 



■- l, 



"WO die Axe der y senkrecht auf B'C steht und immer die (/rosse Axe der 
Basis des Gylinders wird, die eine Ellipse oder Hyperbel ist, je nachdem .4 
mehr oder weniger als A' von der Linie B'C entfernt ist. Die Punkte i\^' 
und A', W werden der Mittelpunkt und die Brennpunkte dieser Basis. — 

Die Fläche wird ein ElKpsoid, wenn m^, ■»?, p^ positiv werden, also 

wenn /j., ti, v, w positiv sind. Sie wird ein continuirliches Hyperboloid, wenn 

eine der Grössen m^, n^, p^ negativ wird, während die anderen positiv bleiben; also 

d) wenn m} und r? positiv sind, also auch (i, positiv ist, und wenn jo^ negativ 

ist, also t(, V, w negativ sind; 
6) wenn m^ n' negativ ist, also /* negativ, und p^ positiv, also eine der Grössen 
u, w, w negativ ist, während die beiden anderen positiv sind, oder alle 
drei u, v, w negativ sind, und von den Grössen }/ ■ — u, V — v, V — w eine 
grösser als die Summe der beiden anderen ist. 
Die Fläche wird ein Hyperboloid mit zwei Flächen, wenn eine der 
Grössen m^, n" , p^ positiv ist, und die beiden anderen negativ werden; also 
wenn m*m* und p^ negativ werden, da m^ und ra*, wie wir gesehen haben, nicht 
gleichzeitig negativ werden können. Dies ei-forderf. die Bedingungen fi negativ 
und iivw positiv, also eine von ihnen positiv, die beiden anderen negativ, oder 
es müssen alle drei positiv sein und eine der Grössen V?( , Vw", ^w grösser als 
die Summe der beiden anderen. 

Als Grenze des Ellipsoids und zweiflächigen Hyperboloids erhält man 
das elliptische Paraboloid, wenn u, v, w positiv sind und ^ ^ 0. 
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A!k Grenze des continuirlichen Hyperboloids erhält man das hyperbo- 
lische Paroholoid, wenn u, v, w negativ sind und /t = 0. 

Man kann dies in folgenden Satz zusammenfassen: 
Satz. 

„Es seien zwei Dreiecke ABC und A'B'C gegeben, in der Ebene von 
ABC nehme man einen beliebigen Punkt Q und construire über der Basis 
A'B'C' mit, den Kanten A'P=AQ, B'P=BQ, C'F=CQ eine Pyramide; 
wenn der Punkt Q sich in der Ebene des Dreiecks ABC fortbewegt, beschreibt 
der Punkt F eine Fläche der zweiten Ordnung, deren eine Hauptebene die 
Ebene der Basis A'B'C ist, und deren eine Focalcurve dem Dreieck A'B'C 
umsehrieben ist. 

Diese Fläche ist 

1) Ein EUijJsoid, wenn alle Seiten des Dreiecks ABC grösser als die ent- 
sprechenden Seiten des Dreiecks A'B'C sind, und man mit den Seiten 

yBC^—B''C^, yCA^—C'A'^, YÄB'^—A'B^ 
ein Dreieck beschreiben kann. 

2) Ein einflächiges Hyperboloid, wenn nur eine Seite des Dreiecks ABC oder 
alle drei kleiner als die entsprechenden Seiten des Dreiecks A'B'C sind. 

3) Ein zweiflächiges Hyperboloid, 

d) wenn eine Seite des Dreiecks ABC grösser, die beiden anderen kleiner 
als die entsprechenden Seiten des Dreiecks A'B'C sind; 

b) wenn alle Seiten des Dreiecks ABC grösser als die entsprechenden 
Seiten des Dreiecks A'B'C sind, man aber mit den Seiten 



Ybc^^b'C'k, yc'Aä— 6M'% yäb^^a'B'-' 

kein Dreieck construiren kann, 

4) Ein elliptisches oder hyperbolisches Paraboloid, wenn die Seiten des Drei- 
ecks ABC alle grösser oder alle kleiner sind als die entsprechenden des 
Dreiecks A'B'C und von den Quadratwurzeln der Differenzen der Quadrate 
der entsprechenden Seiten die eine gleich der Summe der beiden anderen ist. 

5) Eine Umdrehungsfläche, wenn die beiden Dreiecke ABC und A'B'C ein- 
ander ähnlich sind, und zwar ist die Ebene der Basis A'B'C selbst immer 
die Hauptebene, welche Kreisschnitte giebt. 

6) Ein Kegel, wenn zwei entsprechende Seiten der Basen gleich sind. 

7) Ein Cylinder, wenn ausserdem noch die Differenz der Quadrate der bei- 
den a.nderen Seiten gleich ist." 
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Ich will jetzt dun allgemeineren Fall behandeln, wo die Spitze der Über 
der einen festen Basis errichteten Pyramide sich in einei- beliebig gegebenen 
Ebene bewegt. Es sei ABC die Projection dieser Basis auf die gegebene 
Ebene, und.A, i, k seien die Quadrate der Höhen ihrer Ecken tlber dieser 
Ebene. Denkt man sich die beiden Basen in solcher Lage, dass ihre Ecken 
drei Paare conjugirter Punkte zweier EÜipsoide sind, deren Gleichungen 
x^: yy zz , xx vu zz 

m,ii\ nn pp m m nn ff 

sind, so werden ABC und die andere Basis Ä'B'C in einer Hauptebene, der 
Ebene der x und y, liegen und wieder die 3:-Coordinaten der entsprechenden 
Punkte der Dreiecke ABC und A'B'C sich wie m:m', die y-Coordinaten wie 
n:n' verhalten, woraus, wenn der Mittelpunkt der Fläche ist, wieder folgt, 
dass die Dreiecke OBC, OCA, OAB sich wie die Dreiecke OB'C, OC'A', OA'B' 
verhalten. Hieraus folgt ebenso wie oben, dass, um als Schwerpunkt sowohl 
von den Punkten A, B, C wie von den Punkten A', B', C zu erhalten, man 
in ihnen dieselben Gewichte anbringen muss. Nennt man diese Gewichte und 
ihre Summe meder a, ß, y, /a, und A, A' den Inhalt der Dreiecke ABC und 
A'B'C, so hat man wieder, ganz wie oben. 



OBC =---A, 


OCA =J-&, 


OAB 




OB'C = — A', 


OCA' = -!'-&', 


OA'B' 


= -'-A' 



/i ß fi 

Es wird ferner 

Nennt man wieder 

BC^—B'C"' = u, CA''— CA"- = V, AB''—A'B"' = w, 
so hat man statt der früheren Gleichung folgende: 

,«p^H (ßy.u-\-ya.V'i-aß.w) = ßw-\-Y''^A-fih^ Yu+aw-\-ij,i=: av-+-ßu-\-fik. 

Setzt niüo den ersten Ausdruck gleich ü, so geben die drei Gleichungen 

a(w-i-i)+ ßi +/(«+/) = ü, 
a(v-hk)+ß(u+k)^ yk ^ U 
die Werthe der drei Gewichte und ihrer Summe 
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fi == 2(vtü-\-wu+uv)—u^—v^—w^ 
und überdies 

U = 2i,vw^-hMv+w-7j,)+iv(w+u-v)+kw(u-ho-w). 
Aus den AVertheii von a. ß, y folgt 

aiiw+yav = a{U-,ih), 
ßyu^aßw = ß{U^!-ii), 
yav^ßyu == y^U—fik) 
litid daraus 

2{ßru-hyav-\-aßw) = !i\V—{ah^ßi+Yl>)\. 

Es ist iiber ursprüngüch U dem Ausdruck 

Hf -\- — (J-!ru-\-yavA-aßw) 

gleich gesetzt worden, man hat daher die Gleichung 

2(U—ßf) = U—Cah+ßi-i-Yk'), 
woraus 

2/i/ = U-^-ka-^-^ß-\-ky, 
und daher, wenn man die obigen Werthe von a. ß, Y substituirt, 

Man l^ann diesen Ausdruck auf merkwürdige Art transtbnnircn. Man 
nämlich 

^hu^—iv^-^kw^+(h—iXh—k)u-h(i--kXi—h)v+{k—hXk—'Ow 
= (u+i-^k)(v-hk-hhXw+h-i-i)—fm^—iv^—kw-' 

—2h(i-{-k)u—2i(k+h)v—2k(h-hi)w~(:l-h-kXk-i-hXh+i) 
= (u+i+kX^+k+hX^+h+i) 

—h(u-i-i-hky—i(v-[-k-\-hy-k(w-\-k^iy+4rMk. 

Setzt man jetzt 

u-^-i+k = u^+2yU, c-\-k-{~h = v" + 2yFh, w+A+y = /üO+^yFi, 
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SO wii'd 

—hCvi'-\-2Yiky-~i(^-^2yrhy—k(w''+2yMy+4Mk 

= mVw«+2CV*^-«'°wO+1/M.'wVh-"1/A^'.wV)— /m«^— ^V^— Aw^^. 
Die Grrössen u", w**, w" werden durch die Gleichungen 

«0 = y +(;y^_ 1/1)2 = B' C^—B'C'^ 

v" = V -\-(Yk~yhy = c°A'>''—c'A"'', 
vfi = v,^(yk—yTy = a'>B''^-^a'B'^ 

gegeben. Wenn A" ein Punkt des EUipsoids ist, dessen Gleichung 
— i-.^ I = 1 

und man mit dem Halbmesser p eine concentrische Kugel beschreibt, so soll 
Z)" ein dem Punkte A" entsprechender Punkt der Kugel heissen, wenn die Co- 
ordinaten von A" aus den Goordinaten von Z)" dadurch erhalten werden, dass 
man sie mit — , — , 1 multiplicirt. Sind D", E". F° auf der Kugel den 
Punkten A\ B", C" des EUipsoids entsprechend, so hat man 

u° = B'^C'^—B' C'^ = EoF"^, 

v" = CA^^—CA^ = ^01)02, 
w" = A^B^^^A'B'^ = D''E'>K 
Da die 3-Coordinaten entsprechender Punkte des EUipsoids und der Kugel gleich 
sind, so sind h, i, k auch die Quadrate der Höhen von D", E°, F" über der 
xy-Ehene. Nennt man ferner D, E, F die Projeetionen von D", E", F" auf 
die a:?/- Ebene, so wird 

Ti^Bt'^—B'C'^ = EF\^ 

V=CA^—C'A'^::=FB^, 

w = AB^—A'B'-' = DE\ 
Nennt man r" den Radius des dem Dreieck Z)'^E''F° umschriebenen Kreises, 
so wird 

es ist ferner 

fi = l(yI)FF^ = WD'>E"F'^Hosn, 
wenn Ä der Winkel ist, welchen die Ebenen der Dreiecke D^E^F" und DBF 

VII. 11 
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mit einander bilden. Man hat daher 

oder, wenn man H das Quadrat des Perpendikels vom Mittelpunkte der Kugel 
auf die Ebene des Dreiecks D''E"F° nennt, 

Nennt man A", i'', k", !q die Quadrate der Perpendikel, die von D", E", F" 
und vom Mittelpunkte des dem Dreieck D^E^F" umschriebenen Kreises auf die 
Schneidelinie beider Ebenen gefällt werden, so wird 

.^ = n cotgU, h" == -J^ , i" = -^, F = -.-— ; 
° sm'A siirl sin-'A 

wenn man daher die vorhergehende Gleichung durch sin^A dividirt, erhält man 

Auf diese Weise lässt sich der für /tp'' gefundene Ausdruck auf eine 
Formel der algebraischen Geometrie zurtlckfflhren, indem in der vorstehenden 
Formel Vm", Vw", Vm?", Yh", Vi", Vi", V§ die Seiten und die aus den Ecken und 
dem Mittelpunkte des umschriebenen Kreises auf eine beliebige Linie gefällten 
Perpendikel bedeuten. Die Grösse ^ — r"^ ist das Quadrat der Tangente, die 
man an den Kreis vom Fnsspunkte des Perpendikels V§ zieht. Man sieht leicht, 
dass man in der Formel Y^, V^, Vi^, V^" «m dieselbe Grösse ändern kann, 
was darauf hinaus kommt, dass man die gerade Linie parallel mit sich verrückt. 
Man hat nämlich 

und nach einem bekannten Satze vom Schwerpunkt 

da der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises der Schwerpunkt der Punkte 
D''', E", F" ist, wenn man in ihnen die Coefficienten von ]//*", V'^'", V^ als Ge- 
wichte anbringt, und die Summe dieser Gewichte gleich \GD"E"F^^ ist. Wenn 
man die erste Gleichung mit (V^ — r")^, die zweite mit — 2(V^ — r") multi- 
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plicirt zu der gefuiideoen Formel hinzufügt und 

setzt, so erhält man 

= 2(yt^ .vHa^+yFI' .w''u'>+Y¥i' .u''^)—k'u'>^—i'v'>^—k'wO\ 

wo y/i' , yi' , yic' die auf eine Tangente des dem Dreieck D'^E^F" umschriebenen 
Kreises aus D", E", F" gefällten Perpendikel bedeuten. Aus der vorstehenden 
Gleichung folgt, dass von den Quadratwurzeln atis den drei Grössen n^YJ^, v^yi', 
w^yV, oder von den drei Grössen E^F^yiü, F'^D^yi', TyE^yk' eine die Summe 

der beiden ande^'en ist. Man kann die Grössen yW, yi', ]/¥ leicht construiren. 
Nennt man nämlich T den Berührungspunkt, so wird nacli bekannten Sätzen 
der Elementargeometrie 

l/2.-^Ä' = ß^T, y2^V'i' = j>yr, y^r^vTi' = f"t. 

80 dass die drei Grössen 

die drei Producte der gegenüberstehenden Seiten und Diagonalen in dem dem 
Kreise eingeschriebenen Viereck D^E^F^T sind, von denen bekannt ist, dass 
die Summe von zweien dem dritten gleich ist. Unsere Fonnel für p^ wird so 
auf den sogenannten Ptolemäischen Lehrsatz zurückgeführt, welcher anderer- 
seits in dieser Form ausgesprochen dui-ch das Vorstehende eine grosse Aus- 
dehnung erhält. 

"Wie in dem früheren Falle findet man m und n aus den beiden Glei- 
chungen 

mn _ ABC _ 4A 
/ ~ DEF - y^ ' 

m'n ' _ A'B'C _ 4A' 
f'-'- DEF - fi, ■ 

Man sieht aus diesen Gleichungen, dass vr^n^ und m'^w'^ dasselbe Zeichen 
wie /Li haben, dass also der «»/-Schnitt eine Ellipse oder Hyperbel ist, je nach- 
dem f-i positiv oder negativ ist. Die Fläche wird nur dann ein einflächiges 
Hyperboloid, wenn rn^n^p^ negativ ist, also wenn ^ und p^ verschiedene Zeichen 
haben. Die Werthe — , — werden ganz ebenso, wie in dem einfacheren Falle, 

9* 
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(i8 GEOMETRISCHE THEOREME. 

durch die Seiten der Dreiecke ABC und Ä'B'C ausgedrückt, und nur p^ wird 
verschieden. Mit Hülfe des früheren Hülfsdreiecks DEF kann man die Grösse 
p^ so construiren: Man errichte in den Punkten D, E, P die Perpendikel 
Yh , yi , yk, deren Endpunkte D", E°, F° seien, ferner errichte man in dem 
Mittelpunkte des dem Dreieck D''E''F° umschriebenen Ki-eises ein Perpendikel 
auf der Ebene D''E''F^ und bestimme den Punkt, in welchem dies Perpendikel 
die Ebene DEF durchschneidet, dann wird p die Entfernung dieses Punktes 
von jedem der Eckpunkte D", E", F" (oder, was dasselbe ist, p wird der 
Radius derjenigen dem Dreiecke D^E^F" umschriebenen Kugel, deren Mittel- 
punkt in der Ebene DEF liegt). 
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GEOMETHISCHE CONSTRUCTION ZWEIER GEODÄTISCHEN FORMELN 
BESSEL'S.') 

(Ans den hinieilaBseneii Papieren C. G. J. JacDbi's mifgetheilf, durch 11. Kortum.) 



Ich schicke folgende Sätze voraus, welche f'Qr sphärische Dreiecke, bei 
denen ein Winkel und die gegenüberstellende Seite unendlich kleine Grössen 
sind, bekannt sind und häufige Anwendung finden. 
Erster Satz. 
Wenn in einem sphärischen Dreiecke die Grundlinie und der ihr 
gegenüberstehende Winkel unendlich kleine Grössen sind, so ist die Diffe- 
i'enz der beiden anderen Seiten gleich der unendlich kleinen Grundlinie 
multiplicirt in den Cosinus eines der ihr anliegenden Winkel; ferner ist 
die Differenz zwischen dem einen der beiden Winkel an der Grundlinie 
und dem Nebenwinkel des anderen gleich dem unendlich kleinen Winkel 
des Dreiecks multiplicirt in den Cosinus einer der ihn einschliessenden Seiten. 
Hieraus ergiebt sich in speciellen Fällen folgender Satz: 
Zweiter Satz. 
Wenn in einem sphärischen Dreiecke, in welchem die Grundlinie und 
der ihr gegenüberstehende Winkel unendhch kleine Grössen sind, ein 
Winkel ein rechter oder eine Seite ein Quadrant ist, so sind im ersten 
Falle die beiden Seiten einander gleich, im zweiten ist die Summe der 
Winkel an der Grundlinie gleich zwei Rechten. 

') Diese kleine Arbeit Jaoobi's bezieht sich auf die Gleichungen (7) in Boasel's Abhandlung: 

„Über dm Einflass der Unregelmäsairfkeitsn <hr Figur der Erde auf gsodälisehs Arbeüen und ihre Vergleichung 
mit dm aslrmomischm Beitlmwmgm" , Sohnniaeher, Astrunomiscbe Nachriebten, Bä. U No. 329 p. 277, 1837. 
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70 GEOMETRISCHE CONSTßUCTION ZWEIER GEODÄTISCHEN FORMELN iJESSEL'S. 

Die Richtung der Linien, welche sich auf die durch einen Punkt der 
Erdobei-fläche gelegte geodätische Linie beziehen, will ich durch diejenigen 
Punkte einer Kugeloberfläche vom Kadius 1 repräsentiren , in denen die 
Normalen jenen Linien parallel sind. Repräsentiren (Fig. 8) auf der Kugel- 
oberfläche a , a' die in zwei unendlich nahen 
Punkten der geodätischen Linie an die Erdober- 
fläche gelegten Normalen, t, t' die in ihnen an die 
geodätische Linie gezogenen Tangenten, so müssen 
die Bogen at, aH' Quadranten sein, ferner die drei 
Punkte a, t, t' in einem grössten Kreise liegen, weil 
es die Eigenschaft der geodätischen Linie ist, dass 
in jedem ihrer Punltte die Schmiegangs-Ebene durch 
die Normale an der Oberfläche geht, oder dass die 
zweite Tangente ebenfalls in der durch die Normale 
an der Oberfläche und die erste Tangente gelegten Ebene liegt.. Es ist femer 
der Winkel zweier auf einander folgenden Tangenten einer Curve gleich dem 
Ciirvenelement dividirt durch den Krümmungshalbmesser, oder 
ds 
Q 
"Wenn der Punkt P auf der Kugel die Erdaxe repräsentirt, so wird der "Winkel 
aPa' die Differenz der geographischen Längen beider Punkte des Erdsphäroids, 

oder 

aPa' = dm. 

Es sind Pat, Pdt' die beiden Azimute, oder 

Pat' = a, Pa't' = a+da. 
Man hat aber nach dem zweiten Satze, da in dem Dreiecke aa't' die eine Seite 
a't' ein Quadrant ist, wenn man aa' über a' hinaus bis zu einem Punkte c ver- 
längert, 

und daher 

da==^Pa't'—Paf = {Fa'c—t'a'c] — \Pa,:—t'ac\ 

= Pa'c^Pac. 

Zufolge des ersten Satzes ist aber im Dreiecke Faa', wenn 

(p = 90"— i'a 

die Poihohe von a bedeutet, 

da = Pa'c — Pac = aPa' .cosPa = f,'m(pdm, 
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GEOMETRISCHE CONSTRÜOTION ZWEIER GEODÄTISCHEN PORSIELN BESSEL'S. 71 

welches die eine der beiden zu beweisenden Formeln ist. Um die andere zu 

beweisen, bemerke ich, dass 

ut = a't' =90" 

ist, und daher 

tt' ^ at'—at=: ut'—a't', 

also vermittelst, des ersten Satzes 

tt' = at'^a't' = aa' caat'ua' . 

Es ist aber 

wa'uos!'««' = aa' coä(Paa' — Pat') 

= aa' cos(Paa'-^a) 

= cosa.aa' GQsFaa' -\-&ina.aa' sinPaa' . 

Nach dem ersten Satze ist im Dreiecke Paa' 

aa'iiOsPaa' = Pa—Fa' ^ {90"— (fi — [90" — y— (?(/} = d^, 

ferner ist in demselben Dreiecke 

aa' f^inPaa' = aPa' .umPa' ^ aosifdm, 

und daher 

f/s , , , , 

— = tt ^= aa coät aa 
9 

=: CQäa.aa' cQsPaa' -^aiaa.aa' fimPaa' 

= cosad(f-i-isma<iQs(pdw, 

weiches die zweite der Besselschen Formeln ist. 

Pillau, den 12. August 1837. 
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ÜBER 
DIE CURVE, WELCHE ALLE VON EINEM PUNKTE AUSGEHENDEN 
GEODÄTISCHEN LINIEN EINES ROTATIONSELLIPSOIDES BERÜHRT. 

(Aus dou liiiifei-lasseuen Papieren G. G. J. Jacobi'a mitgetheilt (Uivch A. Waiigevin.) 



Die sogenannten kürzesten Linien auf einer Oberfläche, weli^lie man für 
das Erdsphäroid auch geodätische Linien nennt, haben die Eigenschaft, zwischen 
je zweien ihrer Endpunkte den kürzesten Weg auf der Oberfläche anzugeben, 
nicht für die ganze Länge ihrer Ausdehnung, wenn die Oberfläche, auf der sie 
sich befindet), geschlossen ist, so dass sie sich spiralförmig um dieselbe herum- 
winden. Dieses ist nicht bloss in Bezug auf das absolute Minimum zu ver- 
stehen, sondern es gut ebenso auch für das relative, d. h. es wird in den 
Fällen, in welchen eine kürzeste Linie nicht mehr die kürzeste zwischen ihren 
Endpunkten ist, nicht bloss überhaupt andere kürzere geben, sondern es werden 
sich auch solche darunter befinden, die der Ourve während des ganzen Laufes 
unendlich nahe bleiben. 

Auf der Kugel z. B, ist der grösste Kugelkreis wirklich kürzeste Linie, 
wenn die Länge des Bogens nicht 180" erreicht. Beträgt der Bogen gerade 
180", so lassen sich zwischen seinen Endpunkten unendlich viele gleich grosse 
Bogen ziehen, welche den unendlich vielen grössten Kugelkreisen angehören, 
die man durch die Endpunkte eines Durehmessers legen kann. Beträgt aber 
der Bogen mehr als 180", so wird man einen kürzeren Weg erhalten, wenn 
man von seinen Endpunkten nach irgend einem Punkte der Kugele bei-fläche 
zwei Bogen grösster Kreise zieht, die kleiner als 180" sind. Es sei nämlich 
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(Fig. 9) AaBC ein Bogen eines grössten Kreises und AaB = 180"; zieht man 

durch irgend einen Punkt D die Bogen grösster Kreise ABB = 180" und CD, 

so ist in dem sphärischen Dreieck BCD die eine Seite CD kleiner als die 

Summe BC-\-BD der beiden anderen, und daher 

AD-j-CD < AD+ßB+BC, ^''^' ''' 

A 
oder, da 

^Z) + I>-ß+ß6'=180"4--B6'=.4«i?6' 
ist, 

Ah+GB <i AaBC. 
Da man den Punkt T) imendlich nahe bei dem 
Bogen AttBC annehmen kann, so sieht man, dass 
der Bogen AaBC auch unter den ihm unendlich 
nahen "Wegen, die man zwischen seinen Endpunkten 
A und C auf der Kugeloberfläche angeben kann, 

kein Minimum ist, und also weder ein absolutes, noch ein relatives Minimum 
angiebt. Dasa er andererseits nicht ein Maximum genannt werden kann, erhellt 
daraus, dass man jeden "Weg durch grössere oder kleinere, auch unendlich kleine 
Ausbiegungen zur Rechten und Linken immer noch grösser machen kann; der 
Bogen AaBC wird also weder ein Maximum noch ein Minimum sein. 

Diese einfache geometrische Betrachtung führt auf einen sehr merkwür- 
digen, von Lagrange in der Functionentlieorie gegebenen analytischen Satz. 
Auf einer Kugel vom Radius 1 seien zwei Punkte gegeben; man nehme den 
Mittelpunkt der Kugel zum Anfangspunkt der rechtwinkligen Goordinaten x, y, z 
und lege die yz-Ehane durch die gegebenen Punkte. Ferner werde für einen 
Punkt der Kugeloberfläche 

;K = cos5i, ;(/ ^ siaycosf/?, s = siii y siii)^ 
gesetzt. Für die gegebenen Endpunkte, für welche man ^p = ^7t hat, erhalte 
^ die Werthe ip,, und ip,, so wird die Länge einer zwischen diesen Endpunkten 
auf der Kugelobcrfläche gezogenen Ourve 



m 



[a^<p dtp. 



\dipj 

in welche Forme! man für ^ eine Function von if zu setzen hat, welche die 
Natur der Curve bestimmt. Für den grössten Kreis, welcher durch die beiden 
Endpunkte geht, hat man if = l-n : für eine unendlich nahe Curve wird dem- 
VII. 10 
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74 ÜBER DIE CUEVE, WELCHE ALLE VON EINEM PUNKTE AUSGEHENDEN 

nach ip = ^n-haco, wo cc eine unendlich kleine Constante bedeutet und co eine 
beliebige Function von ^, welche nur den Bedingungen unterworfen ist, dass 
sie för y = ipn und für y; ^ ip^ verschwindet und innerhalb dieser Grenzen 
nicht unendlich wird. Die angegebene Integralformel wird fllr diesen Aus- 
druck von tf 

oder 

Die obigen geometrischen Betrachtungen lehren nnn, dass das Integral 

wenn yj^ — ■^^ < ti ist, immer einen positiven Wert.h erhält, was man auch für 
eine Function von yj für cj setzt, wofern diese nur die Bedingung erfüllt, an 
den Grenzen zu verschwinden und zwischen denselben nicht unendlich zu 
werden ; dass aber, falls ipi — %p^,'^ 71 ist, das Integral, auch wenn die Function 
w die angegebene Bedingung erfüllt, einen negativen Werth erhalten kann. 

Auf der Kugeloberfiäche schneiden sich alle kürzesten Linien, die von 
demselben Punkte ausgehen, noch in dem anderen Endpunkte des durch ihn 
gezogenen Durchmessen. Für eine andere geschlossene Oberfläche berühren 
diese Linien im Allgemeinen eine Curve. Es scheint hierbei eine Schwierig- 
keit stattzufinden. Denn wenn, wie es den Anschein hat, die kürzesten Linien 
in diesen Kaum, den sie umhüllen, nicht eindringen können, so kann man 
zwischen dem gemeinschaftlichen Ausgangspunkte und einem in diesem Räume 
befindhchen Punkte gar keine kürzeste Linie ziehen; es giebt aber auf einer 
Oberfläche immer eine kürzeste Linie zwischen je zweien ihrer Punkte, Um 
diesen scheinbaren Widerspruch zu heben, will ich die Curve für das Erd- 
sphäroid näher untereuchen , wobei ich die Excentricität als eine sehr kleine 
Grösse ansehen und ihre höheren Potenzen vernachlässigen werde. Diese Curve 
erhält noch ein besonderes Interesse dadurch, dass, wie aus den allgemeinen 
Principien des Grössten und Kleinsten, welche ich an einem anderen Orte näher 
entwickeln werde, hervorgeht, die kürzesten Linien nur von dem gemeinschaft- 
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GEODÄTISCHEN LINIEN KINES ROTATIONSELLIPSOIDES BERÜHRT. ?.'> 

liehen Ausgangspunkte bis zu ihrem Bei'ührungspunkte mit dieser Ciirve wlrkHch 
Minima sind. 

Durch den Punkt A des Sphäroids, von welchem die geodätischen 
Linien ausgehen sollen, denke man sich einen Meridian und wähle diesen zur 
Ebene der x, y, so dass die mit x bezeichneten Ooordinaten der Umdrehungsaxe 
parallel sind. Setzt man den Halbmesser des Aequators gleich 1 und nennt e 
die ExcentricitÄt, so können die rechtwinkligen Ooordinaten x, y, z der Punkte 
der Oberfläche des Sphäroids durch die beiden "Winkel f und yj iblgender- 
I ausgedrückt werden: 



(1) .^ = yl — e^cosy^, ;(/ = sin^^cosi/', a = sinysiüi/i. 

Der Winkel ^ werde immer zwischen und 180", der Winkel i/j dagegen 
als unbegi'enzt wachsend angenommen. Dem Punkte A, für welchen ip = ist, 
entspreche der Werth ^ = %, wobei ^(,<Z-j^ angenommen werde, so wird 
man für den entgegengesetzten Endpunkt B des durch A gehenden Durch- 
messers y> = 7i—%, V = ji haben. Wenn e eine kleine Grösse ist, so werden 
alle von A ausgehenden geodätischen Linien nahe an dem Punkte B vorbei- 
gehen, wenn sie nicht durch diesen Punkt selbst gehen, und durch ihre aut 
einander folgenden Intersectionen eine Curve bilden, welche um diesen Punkt 
herum einen kleinen Raum einschliesst, der sich für die Kugel, d. h. wenn 
e = ist, auf den Punkt B selbst reducirt. Da wb', um diese Curve näher 
kennen zu lernen, die von A ausgehenden geodätischen Linien in der Nähe 
des Punktes B betrachten müssen, so will ich den Anfangspunkt des Ooordi- 
natensystems in diesen Punkt selbst vei"- 
legen und in der Ebene des Meridians 
AB die an B gezogene Tangente und 
Normale als Axen neuer Ooordinaten q 
und p annehmen , während die mit 3 
bezeichneten Ooordinaten unverändert 
bleiben. "Wenn man die Richtung der 
positiven p und g so annimmt, dass sie 
respective mit der Richtung der x und 
y einen spitzen Winkel a bilden, wie 
in Fig. 10, so ergeben die bekannten 
Formeln für die Transformation recht- 
winkliger Ooordinaten In der Ebene 

10" 
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76 ÜBER DIE CCRVE, "WELCHE ALLE YOK EINEM PUNKTE AUSlJEnENDEN 

jj= cosK(A-+yi— «*cosyo)+siii«(i/+sinyü), 

q ^ — sma(a:-}-yi — e^ cOHy[,)4-cosa (j/-i-sin<po). 

Setzt man in diesen Formeln für cos« und sin« ihre Werthe 

yi— e^sin^n CQsy„ 

yi — e^mi^ffn ' yi — e^sin^yn 

und ziiglelch fiir x, y, z die oben gegebenen Ausdrücke, so erhält man 

., VF? 



yi-«'sk>. 



)s ^0 cos 9) -H sin y„ sin 91 cos tii + 1. } 



2 = I — (1 — e-)siiiyn<^os9) + cos(/osii39>cosi/'+e^siny(,cos9)n| , 

y\ — e^sin^y^ 

z = sint/sini/'. 

Für die Punkte in der Nähe von B wird 

wo 9)" und 1/i" kleine Winkel bedeuten. Wenn man diese Werthe substituirt, 
so verwandeln sich die vorstehenden Fonneln in folgende: 

2yr^3 



yi — e^sin^j),, 



|-sin^(yo — ^y''}3in^^)/'*'| 



q = |cos^^)/j''siny''+sin(2yj||— y")sin^|t/'" — äe^sinynsiü-Jy''siu(y(,^-|</''}| , 

yi— e^sin^ffo 

s ^ sin(g)o — y")sin(/'''. 
Weini man die AVinkel ffi" und y" sowie die Exceiitricität e als kleine Grössen 
betrachtet, so erhält man hieraus die folgenden, für Punkte in der Nähe von B 
geltenden Näherungsformeln: 

P ^ ■i|y*'g!"-l-sin'yi|.j/'" (//"!, 

(3) q = gf, 

z = singjij.t^". 
Ich will jetzt die gegenseitige Abhängigkeit der Winkel <f) und f aufsuchen, 
wie sie für die von A ausgehenden geodätischen Linien stattfindet. Setzt man 
für X, y, z die oben angegebenen Werthe (1), so erhält man 
äx^-^dy'^-\-dz^ = (1 — e^sm^q)')dgi^+sm^g)dif>'', 
und es muss daher für die kürzeste Linie das Integral 

(4) I yi—e^sm^^+sm^gt.yj'^dg). 
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GEODÄTISCHEN LINIEN EINES ROTATIONSEILIPSOIDBS BERUHET. 77 

WO ifi' = y gesetzt ist, ein Minimum ■werden. Es folgt hieraus nach den 
bekannten Regeln 

4 , - "°' -y--'^: - - ] = 0, 

und daher 

(6) ^in>j/_^ ^ ^_ 

yi — e^sm^9>+sm''(f .*/i'^ 
wo a eine willkilrliehe Constante bedeutet. Aus dieser Grleicliung folgt 



dip = ip' d(f> ^ — f — ^ — , 

sin<pysin^y — d^ 

und daher 



(e:\ — f' ^y^' — e'^äin^qi d<p ___ /""' ayi—e^sm^qidff 

•' % siny ysin^yj — d' •'*„ sin^ylT— a^ — cos^^P 
Transformirt man diesen Ausdruck durch die für einen grössten Kreis auf der 
Kugel stattfindende Substitution*) 

(7) cos(m + m,) = -^-^ cotgy, 
WO 

(8) cosojo = ,j^ wtg<p„ 



ist, und setzt 

(9) 
so erhält man 


zugleich 


^j = w~ip, 


und daher 
(10) 


u> — g« = 1 yi — eHhl^<i>dw, 


Jo H-VI^e^sinV 


Setzt man hierin 
so liat man tue für 


= folgt aus (6} 

>p w arceos "*^'''^''''' 
ilie Kugel geltende GIdehung (7). 
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Setzt man 

(11) „, = »-»<• 

lind wieder nach (2) 

wo fiir die Punkte in der Nähe von B die Winkel q>'\ (p'\ yj" kleine Grössen 
sind, so erhält man aus der (rleiehune; 



die Gleichung 
woraus folgt 



cotgyQCOs((i) +(Uo) = coaro(,cotg(p 

COtgf^Q — y") — cotg^n cos(ojn — w") — coawn 

cotg(9)g — <p")+cotgyo cos((o^ — (o'')+-costtin ' 



ain(29)n — (p°) 
SO dass sich für die dem B benachbarten Punkte die Näherungsformel ergiebt 

oder 

(12) y" = ainygcosgootgioo.to«. 

Man erhält endlich 

„; _ ,0 f) —. C" e^sin^^du) r'" e^sia^ydm 

■Jo l-f-l/l — e^sin^^' J n-^' l + yi^ö^sin^y 

Für kleine e und kleine jp" oder to" kann man das zweite Integral gegen das 
erste vernachlässigen; vernachlässigt man femer auch im ersten Integral die 
höheren Potenzen von e\ so erhält man 



' = ie'' I sin^ifdui. 



COS(JioCOtg9 = C0tg(PnC0S((U + O(|), 

— ^-^ = cos-'wn+coig'^yn coa^(iu+(Op), 

SO erhält man 
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Sm'w = -s- , --i~ ^7 ; ,- 

(cos^o)o-4-cotg^y(i)cosä(w+(ün)+cos^w,|Siii^(wH-W(0 ' 
und wenn man diesen Werth ifi das vorstehende Integral substituii-t, und zwischen 
den angegebenen Grenzen integrirt, 

(13) ^ = ^.-„. = i„.»-.=i5i^, 

so dass also die an y wegen der Excentricität anzubringende Correction ?P sich 
für die dem .6 benachbarten Punkte auf eine Oonstante reducirt. 

Drückt man vermittelst der angegebenen Näherungsformeln, (12) und 
(13), yj" durch yj" aus, so erhält man 

^ , „ sinwocoä »n sin wo 

und hieraus nach (3) 

q = cos(fatgm^.z — ^ne' 

= cos^„tgm„.s — i're^- 
Setzt man 

(14) cosy„tgai 
so wird diese Gleichung einfacher 

(15) § ^= cotgA.z — ^?ie^cosjl sin^5p(|. 

Der Winkel A ist das Azimut der geodätischen Linie im Ausgangspunkte A, 
wie sich folgendermassen ergiebt. In der Gleichung (5) ist der Nenner der 

ds 
linken Seite gleich -j-, falls ds das Bogenelement der geodätischen Linie be- 
zeichnet. Jene Gleichung kann daher auch so geschrieben werden; 
sintp dui 

Da sia.(pdy/ das Bogenelement eines Parallelkreises ist, so hat man 

sinw dip 

-. — - ^= sin*. 

ds 

wo ^ den "Winkel darstellt, welchen die geodätische Linie in dem betrachteten 

Punkte mit dem Meridian bildet. Es ist also 



ycos'''(Oo+cotg^5Po 


, siii9)ocosg5usincü„ 


Vcos^wo+colg^qcn 


j siii^9)„COsy„tgWo 


Vl + üOs^yntg*(üa 


= colgA, 
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ÜBER DIE CÜRVE, WELCHE ALLE VON EINEM PUNKTE AUSGEHENDEN 



Für den Ausgangspunkt A ist aber 



mithin 

CU«) 

und daher nach (8) 



siii^siu^l = (i, 



oder 

d. i. die Gleichung (14). 



yi — siaVoSifl^'ä 



'Ende des Jacobisshen Manuscriptes). 



ERGÄNZUNG DES VORSTEHENDEN JAGOBISCHEN MÄNÜSCRIPTES DURCH DESSEN 
HERAUSGEBER A. WANGERIN. 

Für alle Linien (!5) hat das »wischen den Coordinatenaxen Üegande Stück dieselbe Länge, die 
eiEhfillende Curve jener Linien ist daher 

(16) 5^ + ^S" ^ >:^, 

wobei 

(17) \neHmif, = i. 
die conetante Länge ist 

geodätisdien Linien «mhul 
gegen^esetzten Punkten B 



lOidei tml /ilemei Ei-centrirMäl aui 
in a«/ du, Tangentiaiehene des i 
Asteroids) I3l 
Je nach dem Azimut A haben die geodätischen Linien in dei Nihe des Punktes B, wo s 
ihre Norraalprojei-tion int die Tangentialebene von B ersetzt weiden kunnen, folgenden Verlauf: 



» Hypocycloide 



Pantte A eines Roiaüons'tlip' 
Curve, deren Nomtalprojeiti' 
Sputen (sogen 



durch 



ist < ^ -c" 1 77 SO fiitt die gpoditische Linie 
hüllenden (!6) begrenzten Ikchenfheil, ichneiltt die positi' 

iig. H. 




m ersten Quadranten t 

2 AsH, berührt dann ilie Enveloppe im zweiten 
und tritt nachhei m den dritten Quadranten 
ein (Linie EbQF der Fjgui H). Für i rr < A < 77 
liommt die geodätische Linie aus dem zweiten Quadrantea 
und berührt die Enveloppe im ersten (Linie E'GQ'F' der 
rigur 11); ist n <il <^ Ji, 50 kommt die geodätische Linie 
aus dem dritten Quadranten und hat ihren Berührungs- 
punkt im vierten; für |!t <4 < 3i endlich kommt jene 
Linie aus dem vierten und berührt die Enveloppe im 
dritten Quadranten. Die geodätische Linie -1=0 hat die 
Richtung CBOi, ihr Berührungspunkt mit der Enveioppe 
ist C, . Die geodätische Linie ^ = ji verläuft von C, 
über B nach C und berührt die Enveloppe in C. Die 
geodätische Linie A^^n hat die Richtung DB, ihr Be- 
rühi-uagspunkt ist D; während endlich die geodätische 
Linie A = ^n von B, nach B hin gelichtet ist und die 
Enveloppe in D, beröhrt. 

Da ferner alle von A ausgehenden geodätischen Linien 
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in das Innere der von der Enveioppe eiageschlosse 
dieser Eläohe vier joner Linien, nlcolich die vier v< 
Punkt P ausserhalb der Fläche zuiei, durch jeder 
Linien. Was die Azimute der durch einen gegel 
ergiebt die Discusaioti der Gleichung (15) oder 



(15") 
Folgendes ; 

Die Coordiuaten g, 
halb der Enveioppe, so dass 



fW = -. 



len Pläche treten, so gehen durch jeden Punkt P inncrkalh 
1 P an die Enveioppe gezogenen Tangenten, durch jeden 
Punkt auf der Enveioppe selbst aber drei geodätische 
jnen Punkt P gehenden geodätischen Linien betrifft, so 



1 beide positiv und s 



ist, dann hat die Gleichung /(4) = eiue zwischen A — O und A = '^u liegende Wurzel, ferner zwei 
"Wuraein zwischen A^^tj und A = 7i, endlich eine vierte Wurzel zwischen .4 = 71 und A = ^n, während 
zwischen A^=%7i und A = i7i keine Wurzel liegt. Die Wurzeln von/(4)=0 mögen der Reihe nach mit 



boMichnet wei'den, so dass uj , 



:, positive spitze Winkel sind, von denen ii^ > 03 sei. Dann ii 



Es ist also 



■\ n den vier 1 jri,h leu Punkt P gehenden geodati chen Li lei berührt daher die 

:m zweiten Quadranten (Fig 12) die zweite md dritte PQj und 

PQ3 haben ihre Peiuhrucgspunkte Qj <3j im ersten Quadran 

ten endlich hegt ler Berührungspunkt Q4 dei \ erten Linie 

PQj Hfl vierten Qiai) anten Die erste unl il itte Linie treffen 

den Pinkt P ehi, sie die Enveioppe leiilren während die 

zweite und vie te inrcb P gehen nachdem le die Envelopj e 

berührt haben 

Es folgt dies lur die erste und vierte Li iie unmittelbar lu'! 
dem was oben über den Verlauf der geodätis heu Linien fi 
die verschiedenen Azinut« bemerkt ist wahren 1 das 11 Betrflft 
der zweiten unl d itten Linie Cesagte s h fotgendermasseii i,r 
giebl Die Berührungspunkte <3 Q de zweiten und dntt 1 
Linie mögen die Coprdinaten q^, i,, resp. 73, z^ haben, so ist 



irste PQi die Enveioppe 



.-(?)*. 
_/•.^i 



= ©*. 
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Oa die zweite und diitle Linie beide vom zwoiteü Quadranten her in die von der EuYeloi)|)e begrei 
Fläche treten, so nimmt beim Fortschreiten auf beiden z ab, während g wächst. Der Punlit (93,53) 1; 
also vor dem Punkte {q,z), der Punkt (ss,2ä) dagegen hinter dem Punkte (?|i). 

Liegt P auf der Enveioppe selbst, so fallen PQ^ «nd PQj zusammen, und es ist dann 



... = (#■■ 



Liegt dagegen P ausserhalb der von der Enveioppe iimschlo sseneu Fläche, so wird die zweite und dritte 
Wurzel der Gleichung f(A.)^0 imaginär, durch P gehen dann nur zwei geodätische Linien PQ, und PQ^,. 

Analog gestalten sich die Resultate, wenn P statt im ersten in eiriem der drei anderen Qua,- 
dranten liegt. 

Für Punkte auf den Axen g, z gilt Folgendes : 

Liegt P auf der positiven g-Axe in der Entfernung q von ß, so wird, falls j < c yi\, 

(18=) "1 = 0, (.a = 0, cos«., = cos«4 = -^- : 

öl = «a = «3 = hj = Ü; 
wahrend für j > c n, = c, ^ ist und na und «3 imaginär werden. 
Liegt P auf der positiven s-Äxe, so ist. falls z < c, 

für s = f i.it 

Pui len Punkt B selbst ist 

\u h fui die zuletzt betiacliteteu speciellea Lagen bleibt dag obige Resultat bestehen, dass die zu 
den A?imut©u ix un i ti— t a gehongea geodätischen Linien erst, nachdem sie durch P gegangen, die Enve- 
ioppe beruhten wahieud die beiden anderen zu dtn Azimuten ti — Hj und ji + «, gehörigen, die Enveioppe 
berühren, "he sie P treffen 

Nachdem dei \eilauf der geodätischen Linien in der Nähe des Punktes B betrachtet ist, bleibt 
zu unter'ULhen !ne weit diese Linien kürzeste Wege darstellen. Zu dem Zwecke ist die Limge einer 
geodatisi-heu Linie die (on j1 ius zu oinera Punkte P in der Nähe von ß hinführt, durch die Cooi-dinafeu 
vjn P auszudrucken Aus (4) (5) un i f) filgt wenn mit s die Länge der geodftlischen Linie von A bis 
P bezeichnet wird, 

J ip^ Csin'if — (' Jfl « 

Wird wieder uach (11) und (U; 

tu =. 7,_o,1, ,,, = ^—^„-1-,,« 

gesetzt und beachtet, dass nach (14") 



(19) , = ^.^^ (r sin>dw-Je^( »m^<f^dio--\ sin>rf<„j. 

sm(poSind. \j y, j„ ■' n—w" ) 

Das erste dieser drei Integrale ist scliun obeu ausgeführt und erglebt 
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X""""'" =/.'-[(= 



fg>„)cos^C.«+(u„)-+.cos-^«iosiii»(^+«i„)]^ 



Surnit wird 

(■20) . = ;r_|.;,."(i4-sinVo ^i^^'^'- "sS""" ' 

Nach (K-i) und (14) ist aber 

0,0 ^ ij-"— 'nE-'sin-fuKin^, 

, ^ ™(l-..^) + ,U.^.:u^',ai— isio=^]- -'i^p , 
oder mit Beuiitzimg- von p) sowie der läezeiellnung (17) 

Für idic Punkt!! einer geodätischen Linie in der Nahe von B ist aber nach (15) 



Man kann daher die Gleichung (21) auch durch foigende crsct?.on: 

(äf) ,_,(l-i.=)-^^i.,lnM. 

Wir wenden diese Formel auf die vier geodätischen Lin en in eicht lur h o gogubeue 

Funkt P innerhalb der von der Enveloppe (Iß) begrenzten Fläche gehe Dibc loU v e ben 1 e be 
tra«htung auf Punkte im ersten Quadranten eingeschränkt werden Der I te 1 o- f I el h ge I j^ 
von P möge die für specielle Lagen jenes Punkfes voran geschickt nerler 

a) Durch den Punkt B gehen die vi'er geodätischen Linien 

^ = 0, A = irn, A = 7i, Ä = in. 
Für die erste und dritte wird 

(22) ,, = s, = «(1—1.2), 

d. i. gleich dem halben Umfang der Meridianellipse, während t'tir die Kwcitc und vierte 

{23") .,->,-n(I— i.") + lc 

ist. S| und sj, die an Länge gleich, sind somit allein wirkliche Minima. 

b) Durch einen Punkt P auf der positinen Axe q gehen, falls s < o, die geodätischen Linien 

^ = 0, A — n — a.^, A — n, A = n + ti^i, 
wobei nach (IS") 



Die Längen dieser vier Linien von A bis P jind ret^pe 
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(33) s.,=^ni\-ie'') + q, 

'.—-'(>-*-)+-£'-- 

Eällt P iu die Spitze der Curve, 30 wird «a ^ *» ^ ^i > während für j- >■ c nur die beiden geodä- 
tischen Linien A=^0 und A = 7i existiren, deren Längen durch die Ausdrucke s, und s^ (23) dargestellt 
werden In allen PiUea stellt nm sj ein wirkliches Minimum dar. Für alte Punkte auf der positinen Sniie 
der A^e g qiebt somit atlftn du geodätische lÄaie j4=0 den kürzesten Weg von A nach P. 

c) P hege auf der positiven 2 Äse, und es sei s < c, so gehen durch P die geodätischen Linien 
A^a,, A = in, ^ = 71 — Ri, ^ = |n, 
wobei nach (18") 

ist. Die Längen dieser vier Linien .sind respective 



(34) ^,=^7,(l-ie')-i-ic-=, 

) ergeben von diesen Linien nur s, und s^,, die an Länge gleich sind, ein Mininium. 
Für = = c H-iid 

^i=«, = 5g = n(I-ic^)-^o, 

Ist ~^ e, so e\Mn u :iui lie gec datisihen Linien A =1 ^tt und .^ =^ f ?r, deren Längen durch die Aus- 
diiicke Sj und «, (i-i) dirgestellt weiden von denen daher die Linie A=^^7i den kürzesten Weg ergiebt. 
VBifoifft Ina» daher die geodälischi, Linie A = ^n won ihrem Ausgangspunkte A an, so xsl dieselbe für aile auf 
ihr hegenden Punile ein Miaimuai bza su dem Punkte D (Fig. II und 13) ^lu, in dem sie in den von der Enveloppe 
einges/hlossenen FlächenlAei! tritt In ihrem teeiieren Verlaufe bis B ist diese Linie nicht mehr eine kürzeste. Doch 
gehen iiisdte« D und B duieh jeden Punkt der Linie noch iioei andere geodätische, an Länge einander gleiche 
Linien itnd diese sind für den betreffenden PunU kürue'te Wege. 

d) P hale nun. eine beliebige Lage innerhalb dei Enveloppe, seine Coordinateu 9, z seien positiv 
und \on.Null versfliieden ^whdem jben Bemeikten haben die vier durch P gehenden geodiitischen Linien 
lip Azimute 

J = o A = 1—<, Ä~7l — <:.,, A = 7l-\-l<i, 

wo t<|, c<;, ß), (i4 spit'/e Wmke) sunt und 
ist. Ihre Laageu von A bis /' sind 

■1 - -('-*■')+"" -,i,J-,; -*"">'•.■ 

(24) 

., - ^(l-J.'') + t+ ■ - -l,,in'«,. 



(24") 
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Faetoreu von s, — sj siaii somit positiv und daher sj^Si- 






Ferne)' ist 






•'-' = <*«'-"»"->{Tl.-.f.in.7-^'"°" + ""-'l' 






Der ei-st-e Factor von s^ — a^ ist nach (18) positiv. Um das Vorzeichen des zweiten 


™ linder 


L, elimi 


7 ans den beiden Gleichungen (15') 






"siä«" ~'~ To'sii 1 = 0, ^j—^-^g-^ — c=30. 






(la.nu cigiebt sich 






s(cütgfi;| — cotgß;) = c{cosB^ — cosn.^), 






oder 






J C0SO;,^C0SC2 2 







cos g 

Der Ausilrni^k auf der linken Seite, d.h. der zweite Factor von S3^*3. ist dalier positiv, mithin wird sa>Ä, . 
Ebenso erkennt man, dass 

,,_5, = (sinof4 + sin«2){^— ^^-.-- -|(Kin«,~-.sinn,)} 

cos- -g-- 

|)OsitiY ist. Wir sind somit zu dem Resultate gelaagt, dass von den vier geoddiischen Linien, du durcli eine» 
gegebenen Funicf P innerhalb der Enveloppe im ersten Quadranten gelten^ 

(26) s,<«,<s,<.^ 

Fui jeden Puntt les ersten Quadranten giebt also nui dreien ge duich ihn hniduicl gehendn g o 
Utische I nie ein absolates Mmiatmi deren Anmut kleinei ah ^n ist Ebenso giel t ftir Punit« im zweiten 
Quadimten nur die Linie ein absolutes Mmnun denn Anmut zwHchen ^ir und m hegt Tb zwei Linien 
deren A/imute supplementär sind treffen sich nach dem oben Gesagten in einem Punkte der positiven 
z Axe lonerbalb der von der Enveloppe (IG) umschlossenen Flache d h in einem Punkte der geoda 
tischen Linie mit dem Aiimut ^n und bis u diesem Punkte hin sinl beide gleich lang Ueber diesen 
Punkt hinaus verheien Me die Eigenichift absrlite Minima /u sein De Linie 4^ -Vi selbst ist ein Mi 
uimum nui so lange *ls sie vjn keiner indeion geodätischen [tnie getroffpn i\ id Pic L nieu A = unl 
A^n behalten die Eigtnschift ihsolute 'tfinima /a sein lis ju dem dem lusganffspunkte A eil 
gegen gcietzien Punkte B 

1^ lleibt noch zu unteisuchen d \ n i n luich emtn ! unkt P gehenden geodätischen Linien, 
\ n 1 n i lur eine ', dpi I(ur7e'>ten Weg AP " ebt iie inlercn etwa lelatiie Mii ima trgelen gegenubei 
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ÜBER DI?: CURVE, WELCHE ALLE VOK EINEM PUNKTE AUSGEIiEKDEN 



den «iieniälich naiien Liiiieiu Durch den Punit P, dessen Coordinaten q, z positiv sind, gehen ausser der 

absolut bümesteu, deren Azimut Heiner als i« ist, zwei geodätische Linien, dereu Azimute zwischen ^n 

und ji liegen. Eine beliebige von diesen beiden habe das Azi. 

yjjr ig mut n — n; sie schneide die positive s-Axe in G (¥ig. 13), und 

es sei GB^sa.- Nach (18'') ist dann 

(37) sin„ = ^. 

Aus der Gleichung (15) oder (1ü°) der geodätisclien Linie ergiebt 
sich ferner, dass der Winkel BGP=^ ^7) — a und daher, wenn die 
Lunge G P mit l bezeichnet wird, 

q — Icosa, So — =^ = 'sinf! 
ist Eine /weite geodätische Linie, die ebeulalls von ilem Punkte 
A lusgeht und der eben betrachteten unendlich nahe liegt, treffe 
die Axe z in H, und es sei Bff=i^-i~li. Man verbinde nun 
B mit P un] vergleiche die beiden Wege AGP und AHP. Nach 
(24) M 




GP=--l, HP=]/V 



II- 



-l^')- 



- ('«_+'')' . 



AGP= n{\-\c"')- 
AHP^ „(l._J,s)_ 



ach Poten/.on der kleinen Grosse 
A HP—AG P 



folgt 



Der Coeffident von h verschwindet wegen der Beziehung (27). Die beiden Wege AHP und AGP uiiicr- 


scbeiden sich also nur um Glieder zweiter Ordnung von h 


und ihre Differenz wird, wenn man noch beachtet. 


dass g = ;eoso ist, 




(28) ARP~AGP=-~(— 


^-4)— 


Der Ausdruck rechts ist posUiu, wenn cosn> (-^) , dagegen netfn(;t, wenn cos ci< (^ )^ ist. Nach (18) 


t d F 11 m =1 w 


= t V d h d 1 t 1 L 


llbPgh dd Amt IJ 1 


lg tildL d Amtb 


t-b ht kil mhuh 


H 1 t L 1 1 dl h 


h W g gb 1 k dl m 1 


g dfit h L f Igt D L m t d 


Amt— dgg t htmh blt 


Mm hl b 1 t d dl h 


h Wg gg b D 1 Lm - t 


1dm d E Ippb hthtl hP 


g ht w h d d L m TT- 1 P kt P t ftt h 


d E 1 pp b h t f Igt d 


githLmiE htt / 11mm 


1 t b Id 1 E 1 pp b h t 


M k d hl hl das d P 


kt P f F I pp Ib t 1 °t ( 8) d 
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\I JRhdj,dthL ddl PktP h!li 

I I P) e I I d mt 1 A m t hl J mt il in A m f ra- ; 

Mmralbd i — d+ ddM IMmNfilPtd 

Ä I gt 1 da. 1 1 t l d MM m gl h L gt F f d E I pp t 

mbltMnim hd Ibf d dirhPghd dthL d d 

Mm IMmFPktPdlhd hlbdEIppI t g 

dthL I M nim g bt d d ht 

Diiib(S75 2l gl bJ b\l g (DymkfeVl g) T b 

gpl Rlttldk fL imgra httlhAiugpktb 

hrmßrnlmpkt tdEIppwkllM d tl fg da. hm 

/ H m h d It Da. J b I h m S g h bt h t ht h St 11 d 

Abb dlnng Z Ih 1 V t h g d d D ff t Igl h g (Bd IV di A 

t,b Sj0/2)hn L Eg hft bltMmd Etfugilntll 1 d 

dtihL JdmbBmkt h h dFIppbl mlhhdt, 

hw IhL mt [plml mAmt h d 
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ÜBER DIE BESTIMMUNG DER REOTASCENSION UND DECLINATION 

EINES STERNS AUS DEN GEMESSENEN DISTANZEN DESSELBEN VON 

ZWEI BEKANNTEN STERNEN. 

Grelle Journal für die reine und angewandte Mathematik, Ud. 2 p. 345 — 346. 

Die Bestimmung des Ortes eines Sterns aus seinen Distanzen von zwei 
bekannten Sternörtern ist ein Problem, das trotz scheinbarer Einfachheit kaum 
eine elegante, für die Berechnung bequeme Auflösung zuzulassen scheint. Es 
kommt dieses Problem, wie leicht zu sehen ist, mit demjenigen überein, wo 
man die Polhöhe eines Ortes aus den gemessenen Höhen zweier bekannten 
Sterne sucht, welches Krafft im 13""" Bande der Petereburger Nova Acta 
pag. 477 sqq. und Gauss in einer besonders gedruckten Abhandlung vom 
Jahre 1808 behandelt haben. Ich werde hier das Endresultat geben, aus dessen 
Complication man die Schwierigkeiten ermessen kann, die dem Auffinden einer 
eleganten Methode der Berechnung im Wege stehen. 

Es seien a, «' , a" die Rectascensionen dreier Sterne .S, »S ' , S" , 
ö, S', d" ihre Declinationen ; es sei D die Distanz von S' mid S" , D' die ge- 
messene Distanz von S" und iS, 7)" von /S und S'. Setzt man nun der Kürze 
wegen 



4sinl --,- i^^°r — 9 1**"^\ 



D~^l)"-jr\ . ( D'^D"-D\ ^ ^ 
..- - - [jin -- . =AA, 



cosD" — GosDcosD' = A', 
cosZ'' — cosDcosiv" ^=; A". 
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92 ÜBER DIE EBSTIMMUNG DER REOTASCENSION UND DEOLINATION EJXES STERNS ETC. 

(1) siE^Z>cos<Jsin(« — ^ — ■ j 

== sm(rf" — (J')cos I ^ "T" 1 A -Hwin ( " T" )(— cos<?' A' + go3(J" A"), 

(2) awru cos tf cos t « ^^ — 1 

= sin(<J'' + ^Osm(-^-^"-) A+cos( — ~— j(cos.?'A'+i:osiJ''A''), 

(3) siQ^ZJsinrf 

= — coad'cos<J"8m(ö" — «')A+smrf' A'+sin«?" A". 

Da A hier positiv oder negativ genommen werden kann , so enthalten 
diese Formeln, von denen zwei die dritte mit sich führen, die beiden möglichen 
Auflösungen der Aufgabe. 

Zu diesen Formeln kann man auf folgendem kurzen und directen Wege 
ohne Beihülfe der sphärischen Trigonometrie gelangen. 

Man nenne x, y, z die rechtwinkligen Coordinaten von &% ^', y\ z' von 
S'; ^' , y", z" von S", femer B, R', R" die Entfernungen von S, S', S" vom 
Anfangspunkte der Coordinaten, so hat man die drei bekannten Gleichungen 
der analytischen Greometrie 

^C2/'2"-y'2')-l-2/(s'^"-2".^')+s(^V'-^"y) = -fiß'-R"A, 
aae' -\-yy' -i-sz' = RR' cosD", 
com" -\-yy" +zz" = RR"cosD' . 
Bemerkt man noch die beiden bekannten Formeln 

(x'y" — x"y'y-^-(y's" — «/"s')^+(s'ic" — z"a:')^ = R'^R"^ sin^J), 
m' x" -\-y' y" -Vz' ä' = R'R"cosD, 
so folgt durch Auflösung dieser drei Gleichungen nach einigen Keductionen 



R 


V_ ß'ü" J ' E' • R" 


™'^1 


{ R'R" j'^ ' R' +-R" 


»»•^i 


l R'R" )'^+ R' + PJ'- 



Denkt man sich die Ebene des Aequators als die Ebene der x, y und 
in dieser die y-Axe so gelegt, dass sie mit der Linie, von welcher an die 
Rectascensionen gezählt werden, den Winkel — -. — macht, so hat man 
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ÜBER DIE BESTIMMUNG DER RECTASOEN'SION U>iD DECLINATtON EINES .STEKNS ETC. 93 

« X ■ ( a'-ha"\ !/ ( a'-^-a"\ z . , 

H"= »s«"»n(i^), |„ = coi,J"cos(?-j:-°.), i„ = »inJ". 

Die Substitution dieser Werthe in die für -^, --^- , ^ gefundenen Aus- 
drücke giebt die zu Anfang aufgestellten Resultate. 
Den 20. August 1827. 
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Bh:KICHT 
ÜBER NEUE ENTWICKELUNCtEN IN DER STÖRüNGSRECHNONG. 

isnig aus i'iiiom in ilcv Aliadeiiiie der W i« seil sc liiif teil x" Berlin am 9. Februar 1843 gelest'ueii Selireil>e 



Mottatehcricht der Akadomio der Wissenschaften zu Rerlin, Februar 1843 [i. 50 — 53. 

Königsberg, den 5. Februar 1843, 
Ich kann jetzt der Köiiigl. Akademie der Wissenschaften ein erstes Re- 
sultat meiner Störungsrechnungen vorlegen. Der Zweck derselben ist die Ent- 
wickelung der störenden Kräfte nach den Vielfachen der mittleren Anomalien 
auf eine "Weise, welche, aus der Natur der zu entwickelnden Function selbst 
geschöpft, jeden Grad der Genauigkeit und die grösste Uebersicht und Klarheit 
in Betreff der Grössen, welche man vernachlässigt, zulässt. Der Mangel der 
letzteren Vortheile findet in der That bei der Laplacesehen Entwickehmgs- 
methode statt. Die Bestimmung der Coefficienten durch doppelte mechanische 
Quadraturen, welche in vieler Hinsicht sich empfiehlt, ist eine ga.nz allgemeine 
Methode; man kann es gewissermassen immer als etwas Übertriebenes ansehen, 
sich bei Behandlung eines besonderen Problems einer allgemeinen Methode zu 
bedienen, und darf die Hoffnung nicht fahren lassen, es werde eine ganz be- 
stimmte, gerade für das besondere Problem passende Methode geben. Ausserdem 
thut man bei dieser Methode immer zu viel und berechnet, den Principien einer 
guten Praxis entgegen, kleine Grössen als Differenzen von grossen. Wenn man 
will, kann man noch als Nachtheil hervorheben, dass man wie mit verbundenen 
Augen operirt und keine Voi-stellung davon bekommt, wie die Coefficienten aus 
den Grössen, von denen sie abhängen, zusammengesetzt werdeti. 
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BERICHT ÜßEli NEUE KSTWIGKEI-UNGEN IN DER STÖRUNG.SRE(;iTNONG. 95 

Um die Kraft der neuen Methode za prüfen, habe ich die Bestimmung 
der grossen Ungleichheit des Saturns gewählt. Da bei dieser Methode sich 
niemals die grössten Terme gegenseitig aiifliebeii und sich auch die Fehler nicht 
anhäufen, weil niemals viele Terme dei-selben Ordnung addirt werden, so hätte 
die Anwendung fünfstelliger Tafeln auegereicht. Weil man indessen bei dem 
Beispiele einer neuen Theorie gern mehr, als nöthig ist, thut, so habe ich sieben- 
stellige Tafeln angewendet, ja alle Terme in Betracht gezogen, welche noch auf 
die achte Stelle einen Einfluss übten, welches die Mühe nur ganz unbedeutend 
vermehrt, obgleich hierunter Terme der neunten und elften Ordnung in Bezug 
auf die Excentricitäten und Neigungen sich befinden. Aber auch bei dieser 
Genauigkeit kann man einen grossen Theil der Rechnung mit fünf- und vier- 
stelligen Tafeln machen. Ich habe dieselben Elemente genommen, welche 
Hansen seiner Preisschrift zu Grunde gelegt hat. Nennt man a die Halb- 
axe der Saturnsbahn, Q die gegenseitige Entfernung von Jupiter und Saturn, 
fi und fi' die mittleren Anomalien vom Saturn und Jupiter, so hat man in der Ent- 
wickelung von -- die beiden Coefficienten von cos(2,u' — 5/^) und sin (2/*' — b/A.') 
zu suchen. Ich finde diese 

0,0004023681 und 0,0009421027; 
Hansen giebt in seiner Preisschrift S. 194 die Logarithmen dieser Ooefficienten 

6,6046535 \mA 6,9740873, 
wovon die Zahlen 

0,0004023958 und 0,0009420790. 
Es sind also die Unterschiede 3 und 2 in der achten Stelle. Hansen findet 
seine Ooefficienten als Mittel von 512 Werthen der Grösse — -, welche noch 

e 

mit den Cosinus und Sinus multiplicirt wird. Da — immer zwischen 2 und %■ 

liegt und Hansen nur siebensteUige Tafeln braucht, und die Werthe, aus denen 
das Mittel zu nehmen ist, sicher nicht in der siebenten Stelle verborgt werden 
können, so kann diese Ueljereinstimmung bis auf einige Einheiten in der achten 
Decimalstelle nur dadurch erklärt werden, dass das Mittel aus einer sehr grossen 
Anzahl von "Werthen im Verhältniss der Quadratwurzel dieser Anzahl genauer 
wird, als die einzelnen Werthe; aber eben darum musste auch eine grössere Ueber- 
einstimmung erwartet werden, als die angewendeten Tafein zu gestatten scheinen. 
Diese Uebereinstimmung zeigt aber noch, dass die Controllen, weiche überall 
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bei meiner Rechnung ange\¥andt werden konnten, eine ausreichende Sicherheit 
gewähren. 

Die Mühe der Rechnung dürfte verhältnissmässig gering sein, sobald man 
sieh einmal fest-e Schemata für dieselbe entworfen hat. Aber das erste Durch- 
probiren der vei^chiedenen Arten, die Rechnung anzuordnen, um die bequemste 
zu ermitteln, da es hier mehr auf die Methode, als auf' das Resultat ankam, 
hat natürlich die Arbeit sehr vermehrt. Da andere nicht verschiebbare Arbeiten 
meine Kräfte und Gedanken zu sehr in Anspruch nehmen, um die Ausführung 
der Rechnung seihst zu übernehmen, so hat die Akademie die Göte gehabt, 
dafür eine Summe auszusetzen. Herr Observator Clausen, welcher mit der 
Ausführung der Rechnung einen Anfang gemacht hatte, wurde bald an der 
Fortsetzung verhindert, und so sah ich mich zunächst auf zwei Ober-Feuer- 
werker der hiesigen Garnison, die Herren Dingler und von Kardinal, redncirt. 
Ich gestehe, dass in Bezug auf Sicherheit und Genauigkeit ich mir kaum eine 
bessere Unterstützung wünschen könnte, wenn es möglich wäi-e, solche Militär- 
personen mit solchen Arbeiten allein zu beschäftigen, so aber hatten sie ausser 
ihrem Dienst "wöchentlich 28 Unterrichtsstunden zu geben und konnten wöchent- 
lich nur wenige Stunden der Arbeit widmen, was dieselbe endlos zu verzögern 
drohte. Ich habe daher den bei weitem gi'össten Theil der Arbeit dem Schul- 
amtscandidaten Meyer übertragen, welcher den schönen Aufsatz über das drei- 
axige Ellipsoid, als Figur des Gleichgewichts, im Crelleschen Journal publicirt 
hat. Als nächsten Theil der Arbeit, welcher bereits von Meyer ebenfalls be- 
gonnen worden ist und nur mit fünfstelligen und zur grossen Hälfte mit vier- 
stelligen Tafeln durchgeführt zu werden braucht, habe ich die vollständige P]nt- 
Wickelung von — bestimmt, in weicher ich alle Coefficienten gebe, welche noch 

eine Einheit in der fünften Declmalstelle betragen. Ein bedeutender Theil der 
hierzu dienenden Rechnung ist bereits im ersten Theile, welcher sich auf die 
gro^e Ungleichheit beziolit, gemacht worden. Wenn dieser zweite Theil be- 
endigt ist, werde ich das ganze Detail der Rechnung publiciren. 
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ÜBER EIN LEICHTES VERFAHREN, DIE IN DER lllEORIE DER 

SÄOULARSTÖRUNGEN VORKOMMENDEN GLEICIIUNCilCN NUMERISCH 

AUFZULÖSEN*). 

Creüö, Journal für die reine und angewandte Mathematik, i'd. 30 p. ül — 94. 

1. 
In der Theorie der Säcularstörangen und der kleinen Oscillationen wird 
man auf ein System linearer Gleichungen geführt, in welchem die Ooefficienten 
der verschiedenen Unbekannten in Bezug auf die Diagonale symmetrisch sind, 
die ganz constanten Glieder fehlen und zu allen in der Diagonale befindlichen 
Coeflicienten noch dieselbe Grösse — x addirt ist. Durch Elimination der Un- 
bekannten aus solchen linearen Gleichungen erhält man eine Bedingungsgleichung, 
welcher x genügen muss. Für jeden Werth von x, welcher diese Bedingungs- 
gleichung erfüllt, hat man sodann aus den linearen Gleichungen die Verhält- 
nisse der Unbekannten zu bestimmen. Ich werde hier 2uerst die für ein solches 
System von Gleichungen geltenden algebraischen Formeln ableiten, welche im Fol- 
genden ihre Anwendung finden, und hierauf eine für die Rechnung sehr bequeme 
Methode mittheilen, wodurch man die numerischen Werthe der Grössen x und 
der ihnen entsprechenden Systeme der Unbekannten mit Leichtigkeit und mit 
jeder beliebigen Schärfe erhält. Diese Methode tiberhebt der beschwerlichen 
Bildung und Auflösung der Gleichung, deren Wurzeln die AVerthe von x sind, 
indem man das gegebene System von Gleichungen so transformirt, dass man für 
die Grössen x starke Annäherungen erhält, worauf für jedes x ein schnell con- 



*) Die sorgfältige Ausführung der in diesem Aufsatze vovkommeadoii numerischen Rechnungen 
erdaiikc ich der Gefälligkeit eines meiner Sehüler. des Herrn Ludwig jcidcl in Münelien. 
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vergirendes Näherungsverfahren zugleich dessen g&iauen Werth und die ent- 
sprechenden Werthe der Unbekannten, und zwar diese letzteren viel leichter als 
durch die gewöhnlichen EUminationen, ergiebt. Zur Erläuterung dieser Methode 
habe ich die numerische Auflösung derjenigen Gleichungen gewählt, von welchen 
die Säcularstörungen der Excentricitäten und der Längen der Perihelien der 
Planeten unseres Sonnensystems abhängen, wenn man die höheren Potenzen der 
Excentricitäten und Neigungen vernachlässigt, da diese numerische Auflösung 
neuerdings mehrere Astronomen beschäftigt hat. Endlich habe ich neue Formeln 
für die Correctionen hinzugefügt, welche die gefundenen Zahlenresultate durch 
Änderung der angenommenen Planetenmassen erfahren, und auch diese Formeln 
duj'ch die vollständig durchgeführten Rechnungen erläutert. Für die Zahlen- 
coefficienten habe ich dieselben numenschen Werthe genommen, welche Herr 
Leverrier seinen schätzenswerthen Arbeiten Über diesen Gegenstand zu Grunde 
gelegt hat, um eine Vergleichung der Methoden zu erleichtern. 

Relationen zwischen den vor.seliiedeiien Systemen der L'iibekaüiiten. 
2. 
Es sei zwischen den n Unbekannten a, ß, •/■, ■ ■ ■> '^ t.'if' System von 
?i linearen Gleichungen von folgender Form gegeben: 

(b,a-)a +{(b,b)-x\ß+ {b,c)r H -H (l>,p)r^ = 0, 

(1) (c,a)a + (c,b)ß +[C<.,c)-^jj-+-..+ (c,p)ü^ =0, 



(p,a)a ■+- (p,b)ß -+- (p,'j)y H p |(p,^)_a:ira = 0, 

in welchen je zwei zur Diagonale symmetrisch liegende Goefficienten , welche 
durch Vertauschung der Buchataben aus einander erhalten werden, gleich sind: 

(2) (a,b} = (b,a), (a,c) = (c,a), (b,c)^(c;b), ... 

Die Grössen (a,a), (a,b) u. s. w. sind in Zahlen gegeben, die Grösse x da- 
gegen noch zu bestimmen. Da nämlich die ganz constanten Glieder sämmt- 
lich gleich sind, so kann man aus den n Gleichungen (1) die n Unbekannten 
a, ß, y, . . ., vi eliminiren und erhält dadurch für x eine Gleichung ?i"" Gra^ 
des. Für jeden der n Werthe von x, welche dieser genügen, wird jede der 
«Gleichungen (1) eine Folge der übrigen n^l, und es bestimmen irgend «— 1 
derselben die Verhältnisse der Grössen a, ß, y, . . ., ß). Da nur diese Ver- 
hältnisse und nicht die absoluten Werthe der Grössen «, ß etc. durch die Anf- 



Hosted by 



Google 



VORKOMMESDEN GI.KiClIUNGKX NÜMERISClf AUFZULÖSEN. 99 

gäbe Ijestiiiimt werden, so werde ich annehmen,- dass iur jedes der.^i Systeme 
dieser Grössen, welche den n Warzehi x entsprechen, die Summe ihrer Quadrate 

(3) aa-^ßß-^Yy-\ Hces = 1 

werde, wodurch alle hier vorkommenden Grössen bestimmt sind. 

3. 
Es seien nun a', x" irgend zwei von einander verschiedene Wurzeln der 
Gleichung Ji'"" Grades, und «', ß' , y' . . . ., 5>'; «", ß", y" . . . ., O" die ihnen 
entsprechenden Werthe der Unbekannten «, ß, y, .... to. Man hat dann 
aus (1) 

(«, a)a-+(a, b)ß'-\^ ■ ■ ■ +(«,?>)<^' = *i'.r', 
(ft,fl)a'+C&, h)ß'-\ h(i,rfra' = ß'a^\ 



(p,a)a'+(p,b)ß'-\ HCPirfra' = ra',i;'. 

Wenn man diese Gleichungen der Reihe nach mit a" , ß" . y" . . . .. cw" multi- 
plicirt und nach geschehener Multiplication addirt, so erhält auf der linken Seite 
a' den Factor 

(«, a)a"+(S, a)ß"+(c. a)r"^ Hl>, «)"" : 

dieser ist aber, weil (i, «) = (c, li) u. s. w., und weil o", ß" , y" . . . ., tw" 
nebst x" die Gleichungen (1) erfi\llen, gleich ci"x": ebenso wird ß"x" der Coef- 
ficient von ß' u. s. f. Man erhält daher 

(a'a"-\-ß'ß"-\-r'r"-i l-£3'ra">" = (a'a"-^ß'ß"-i-Y'y"-\ hro'ra"V. 

Hieraus folgt wegen der Voi'aussetzung, dass x' und x" von einander verschiedene 
Wurzeln seien, 

(4) a'a"+ß'ß"-^Y'r"^ [-TD'üi" = 0. 

Aus dieser Gleichung, welche den Zusammenhang zwischen je zwei Auflösungen 
ausdrückt, ergiebt sich, wie Cauchy bemerkt hat, dass alle Wurzeln x der 
Gleichung n"" Grrades reell sind. Denn wären imaginäre vorhanden, und nähme 
man für x' , x" ein Paar conjugirter imaginärer Wurzeln, so würden auch die 

Grössen "-.- und " ,-, , —,- und -jr u. s. w., weiche rationale Ausdrücke von x 
a a ■ a a ' 

sind, die sich durch Auflösung der Gleichungen (1) ergeben, conjugirte ima- 
ginäre Werthe erhalten, jedes der Producte -—--.-r, -^Tr etc. würde daher 

13* 
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eine SLimme von zwei Quadraten werden, und die Summe aller dieser Producte 
könnte nicht gleich — 1 sein, wie es die Formel (4) erfordert. 
Betrachten wir nun folgende lineare Ausdrücke: 
}\ = a' q^-i-a" q^-\ Hß*"'^«, 



(5) 



P^ = !n'q^-\-^"q^ + • ■ ■ +i'J*"'5„, 
wo ci' , ß' , ..., w'i ci" , ß" , . . ., tö"; n, ö. w. die verschiedenen Systeme der 
Werthe der (rrössen a, ß, .... iö sind, und zwischen den Grössen je zweier 
SystrCme eine Gleichung (4) stattfindet. 

Addirt man die Quadrate dieser Ausdrücke, so verschwinden rechts 
wegen der Gleichungen (4) die Ooefficienten der Producte q^q^, q^qi etc., und 
da die Summen der Quadrate der demselben Systeme angehörigen Werthe der 
Unbekannten gleich 1 angenommen worden sind (3), so erhält man 

(6) P,P^+P.in-\ l-p^p„ = 5iS'i+?,?,-i t-'Z,//«- 

Ferner folgen aus dem Systeme (5) unmittelbar die umgekehrten Aus- 
drücke der Grössen q^ durch die Grössen fi, wenn man die Horizontal- und 
Verticalreihen der Ooefficienten mit einander vertauscht. Um nämlich q^ zu 
finden, braucht man bloss die erste Gleichung mit ß''\ die zweite mit ß^'> u. s. w. 
zu multipliciren und sie nach geschehener Multiplication zu addiren, so werden 
nach (4) alle q eliminirt bis auf 5,, das den Factor 1 erhält. Man findet so 
die umgekehrten Gleichungen 

q^ — k' ;>i+,3' p.^-\ ■+«)' j}^, 

q, = a" p^-hß" p,-] Hra'>,^, 

(/„ = M''''|'i+^'"'i'.H hraW^^. 

Substituirt man wieder diese Werthe in die durch die Gleichungen (5) gegebenen 
Ausdrucke der Grössen Pi, p^, ■ ■ -i P«,i s" giebt die erste Gleichung 
pj = \a'a' +a"ß" + - ■ ■ +«'"' «("'j^j 
-}-lß'/5'+a"|S"H h«'"' lä^'Mi'a 



Wegen iler ganz allgemeinen Bedeutung der Grössen pi muss also sein 
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(8) a'a'-ha" a"~\ hß« «'"> = 1, 

ia' ß'^a"ß"^ h«<'"|3W = 0, 

(^, \a' r'^a" y"-\ HaC* >-« = 0, 

U'ra'+ff"Gj"H hßt'''ra('') = 0. 

Analoge Gleichungen, wie die hier in Bezug auf « erhaltenen, kann man in 
Bezug auf jedes ß, y etc. aufstellen, wenn man in den Ausdrücken (5) von 
p^, ih etc. die Werthe von 5,, q^, ..., q„ aas (7) substituirt. Diese Glei- 
chungen ergeben sich aiach sämmtlich auf einmal, wenn man die Summe der 
Quadrate der Werthe (7) von q^, q^, . . ., q^ bildet, welche zufolge (6) gleich 

p,p,+p.^Pi-\ hp^p^ 

sein muss. 

Wenn man, anstatt die Quadrate der Wei-the (7) der Grössen q^ un- 
mittelbar zu addiren, vorher q\ mit x' , ql mit x" u. s. w. multipHcirt, wo 
x', x", . . ., a:'"' die n Werthe von x bedeuten, so erhält man auf der linken 
Seite der (^leichung das Aggregat 

x'ql-i'x"ql-i 1-^'"^?^, 

zur Rechten eine homogene Function zweiten Grades der Grössen p^ und in 
derselben als Ooefficient von pl den Ausdruck 

x'a'a'+ic"a"a"-i-- \-x^"^ «'■"'> a'-'^, 

als Coefücient von 2p,p.2 den Ausdruck 

x'a'ß'+a:"a"ß"-\ \-i>;<-"> a^-'^ ß^-"^ 

und ähnliche Ausdrücke für die übrigen Coefficienten. Diese Ausdrücke lassen 
sich aber unmittelbar auf die Zahlencoefficienten der Gleichungen (1) zurück- 
führen. Die erste dieser Gleichungen ergiebt nämlich 

y a' = (a, a)a' -hC«, h)ß' H hC«,?}-^', 

a:"a" = (a, b)a"+(a,b)ß"+ ■ ■ ■ -^(a,p)m". 



Wenn man diese Gleichungen der Reihe nach mit fi' , a" etc. multipbcirt und 
addirt, so erhält man nach (8) und (9) den Ooefficient von p'j 

x'a'^-hx"a"''-\ h«*"'a'"'* = (a,a). 

Wenn man hingegen dieselben Gleichungen der Reihe nach mit ß' , ß" etc. 
multipbcirt und addirt, so erhält man den Ooefficient von 2pip., 
a:'a'ß--i-^"a"ß"^ h-^W««^« = («, 6), 
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und auf dieselbe Weise ergeben sich die Werthe aller übrigen Coefficienten 
der homogenen Function 2'*" Grades. Man findet so die Gleichung 
ii>'ql+a:"ql-\ h^-W?^ 

(10) + (b, b)pl +2(6, c)p^p., + ■ - ■ 

+ (<;, c)/»^ +■•■ 

H 

Hätte man statt der symbolischen Ausdrücke (a, ä), (a, b) u. s. w. wirklich die 
Quadrate und Pi-oducte aa, ab u. s. w,, so würde die homogene Function zur 
Rechten sich in das Quadrat 

\cip,+bp.^-hcp^-\- ■ ■ -(^ 
verwandeln. 

Auf eine noch übersichtlichere Art ergiebt sich die Gleichung (10) aus 
den Gleichungen 

(a, a)p^+(a, f>)p^+(a, c)p^+ .-■ = ^' a' .q^-h^"a" .q.^+^"'a"' .q^-h ■■■, 

(b, «)?', + (*, %a+(6,c)i>gH = x'ß'.q^-^-x"ß'•.q^-\-x"'ß"'.q.,-\ , 

(f, a)p^+(c, h)p^-\~(c, G)p.^-\ = a-! y' .q^+sc" r" .q^-i-x'" Y"''.q^-\ , 

die man dadurch erhält, dass man für die Grössen p, ihre Ausdrücke durch 
die Grössen (/; setzt und die Coefficienten der einzelnen q, vermittelst der 
Gleichungen (1) auf einen Term reducirt. Multiplicirt man die voi-stehenden 
Gleichungen der Reihe nach mit p^, p^ u. s. w. und addirt sie alle, so erhält 
man links die obige homogene Function 2'" Ordnung und rechts vermittelst 
der Gleichungen (7) den Ausdruck 

^'ql + a:"ql-\ |-a^"'?^ 

In der Abhandlung „j[)e btnis qmbiisUbet functiombus etc." im 12'*" Bande 
von Crelle's Journal (cfr. Bd. III p. 191 dieser Ausgabe) bin ich von den bei- 
den Gleichungen (6) und (10) ausgegangen und auf dem umgekehrten Wege 
zu dem Systeme (1) und den (Tleichungen (3) und (4) gelangt. 

Allgemeine Correctionsformeln der Werthe der Unhekannteti. 
4. 
Aus den bereits entwickelten Relationen zwischen den verschiedenen 
Systemen von Werthen der Unbekannten, welche den verschiedenen Werthen 
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von X entsprechen, lassen sich auch einfache Ausdrücke für die nach den 
Grössen (a.a), («, 6) etc. genommenen partiellen Differentialquotienten von x, 
a, ß etc. folgern. Diese partiellen DifferentiaJquotienten bestimmen die für 
kleine Änderungen der Zalilencoefficienten (a, a), (a, b) etc. an den gefundenen 
Werthen anzubringenden Correctionen , wenn man die Quadrate und Produkte 
dieser Änderungen vernachlässigt. Es ist hierbei nur nöthig, die Differential- 
quotienten zweier Grössen, x' und a' , zu suchen, da die uhrigen sich ganz 
analog bilden lassen. Bezeichnet man durch 

(a,a)-hJ(u,a), äi'-\-Jw', a'-^-Ja', . . . 
die geänderten Werthe von (a, d), x', a' u. s. w. und vernachlässigt man die 
2ten Potenzen der Inci-emente, so dass die Formeln für Differentiale streng 
richtig sind, so hat man zuerst aus (1) 

a'.^^'—{a'.J(a,u)-i-ß'.J(_a,b)+Y-.J{a,c)- 

= \(a,a)^co']Ja'-h(a,b)dß'-\-ia,c-)J/- 

§• .Ax' —\a! .^(l,d)+ß' .J(b,b-)^Y .d{b, c) + ■ ■ 

(11) = ib,a)äa' + \{b,b')—w'\Jß' -^{b,c)dy' - 

y' .Ax' —\a' .A{c,a)-\-ß' .d{c,h)^y- .J(c,c) - 

^ (c, a)Aa' + (c, b)Aß'+[(c, c)^cB'\Ay'- 



Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit a', ß' , ■/ etc. und ad- 
dirt sie nach geschehener Multiplication , so verschwinden wegen der Glei- 
chungen (1) die Grössen zur Rechten des Gleichheitszeichens, und man erhält, 
da der Coefficient von Ax' = 1 wird, 

(12) + (5'(5'.^(6, b^^-lß'y\A(b, cO+ ■ ■ ■ 

H- y'y' .A{c, <;)H 

H 

Vau die Correctionen Aa\ /iß' , Ay' etc. zu erhalten, verfahre ich, wie folgt. Ich 
addire zn den Gleichungen (11) auf beiden Seiten der Reibe nach die Grössen 

(*■' — a>" )Ja', Qe' — x")Jß', (x' — x" )Jy\ • • -, 
multiplicire sie hierauf mit ß", ß" , y" etc. und addire alle. Ebenso addire ich 
zu den Gleichungen (11) auf beiden Seiten 

(x'-x"')Ja; {x'-J")Jß', (x'-x"")Ay', ..., 
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multiplicire mit «'", ß"\ y"' etc. und addire, etc. etc. Durch dieses Verfahren 
vei-schwinden jedesmal die Ausdrücke rechts vom G-leichheitszeichen und der in 
Jx' multiplicirte Term, und man erhält zwischen den n Variationen Ja', Jß' etc. 
n — 1 Gleichungen 

(y—j:")\a" .Ja'-\-ß" .Jß'-hy" ■^f-\ i 

= tt"a'.^(«, «) + {«" j3'+«'^" \.J{a,h-)+ß"^'.jQ},h) + ---, 

C^'—x"')\a"'.Ja'+ß"'.Jß'-hY"'.JY'-\ } 

= a"'a'.J(a,a) + \a"'ß'-ha'ß"'].J(a,b)+ß"'ß\J(bJj)+.--. 



zu welchen als n'" noch nach (3) die Gleichung 

a'.Ja' + ß'.Jß' + y'.Jy'-i = 

kommt. Mnltiplicirt man diese letzte Gleichung mit ß' und die n — 1 vorher- 
gehenden respective mit 



und addirt alle, so werden zufolge (9) die Grössen /iß', /1y' etc. siimmtlicli 
eliminirt und man erhält 



JCa,a) 



Man liat daher aus (12) und (13) die strengen Differentiahbrnieln 

,. ,^ da' ,f a"a" a"'a"' \ da' ^, \ a" ß" a"'ß"' 1 

da' _ß' da' a' 8a' da' ___ y' da' ß' da' 

6(^;Ö^Zö(^^^ä(M)' d(p^~ß'W7^ r~S(c;^' ''' 

Mit den nöthigen Vertauschungen geben diese eleganten Formeln die ersten 
Differentialquotienten aller Unbekannten der n Systeme nach allen Coeffieienten 
des gegebenen Systems (1). Man sieht aus denselben, dass die ersten Diffe- 
rentialquotienten der Wurzeln der Gleichung n'°" Grades ohne weitere Rech- 
nung unmittelbar durch die "Werthe der Unbekannten gegeben sind, und dass 
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die ersten Difierentialquotieiiten jeder der Unbekannten a''\ (i^'> etc. nach den 
Grössen (ö, i), (h, c) etc. sich aus ihren ersten Differentialquotienten nach den 
Grössen (a, ß), (b, h) etc. leicht zusammensetzen lassen, so dass man nur diese 
letzteren zu berechnen hat, von welchen wieder je zwei aus einander durch die 
Gleichung 



erhalten werden. Die ersten Differentialquotienten der Grössen «''', /?*'' etc. 
geben ferner sogleich auch die zweiten der Wurzeln x', x" etc. Wenn die In- 
cremente z/(a, 6) und z/(6, a) verschieden sind, so hat man in (12) für z/(«, ö) 
ihre halbe Summe i(^(fl, i) + z/(&, «)) zusetzen und in (13) den ersten Theil 
des mit //(«, 6) multiplicirten Aggi'egats mit J(a,b), den zweiten mit J(b, ä) 
zu multipliciren. 



Aufstellung der numerischen Gleichungen, von welchen die Säcularstörungen 
der Excentricitäten und Längen der Perihelien der Bahnen der Planeten ab- 
hängen, in der in Bezug auf die Diagonale symmetrischen Form. Formeln zur 
Bestimmung der willkürlichen Constanten. 



Von einem System von der Form der Gleichungen (1) hängen die Sä^ 
eularstörungen der Excentricitäten und Längen der Perihelien der Bahnen der 
sieben Hauptplaneten unseres Sonnensystems ab. Die zur Aufstellung dieser 
Gleichungen nöthigen numerischen Daten entnehme ich aus Herrn Leverrier's 
Aufsatz „Sur les variatio'os seculaires des eUments des orbites etc." in den „Addi- 
tions ä kl Connaissance des Temps pour l'an 1843." 

Bezeichnet e die Excentricität der Mercursbahn, 5) die Länge ihres Pe- 
rihels, und setzt mau 

h ^ esinra. J ^ i'coam. 

werden ferner dieselben Grössen für Venus, Erde, Mars, Jupiter, Saturn und 
Uranus durch die nämlichen Buchstaben mit einem, zwei, drei, . . ., sechs Äc- 
centen bezeichnet, so hat man für die Grössen h und /, wenn man sich auf die 
Glieder beschränkt, die von der ersten Ordnung der Excentricitäten sind, fol- 
gende lineare Differentialgleichungen , in welchen t die Zeit, in Juhanischen 
Jahren ausgedrückt, bedeutet: 

VII. 14 
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J = j(o,i)+(0,-2) + -..|; ~ \'Ö,T\ l'-\Ö^\l" , 

-j.^- = — |(o,i)-i-(o,2)H----t/i-f-iörriA'+rör2iA"+---, 
ci) '^^ ; " 

^ = |(i,o)-FO,2)+---|;'-ri,oj/ -|i.2|r---.-, 

^ - -Kl,0) + (l,2) + '--|A'+l. 1,01^+^2] />/'+■■■ , 

(Laplace, Mecanique Celeste, Buch II, §.55). Die Coefficienten (0, 1) etc. und 
jO, 1 1 etc. hängen nur von den Massen der Planeten und von den grossen Axen 
ihrer Bahnen ab. Bezeichnet man die ersten mit m und die halben Axen mit 
a und versieht diese Grössen ebenso mit Äccenten wie die anderen Grössen, so 
sind je zwei Coefficienten wie (0,1) und (1,0), ! ü, 1 j und \1^'6\ durch die 

Gleichungen 

mVa (0, 1) = m' V^ (1, 0), 

mY^ io;T" | =^ m' yä' n7ö"i 

mit einander verbunden. Setzt man zur Integration der Gleichungen (I) 
h = N„s\n((/t+ß), l = NoCOä(cft+ß), 
h' = Ni%m{gt-\-ß), V = N^CQs(gt-+-ß), 



wo g und die Grössen iV Constanten bedeuten, so erhält man durch Substitu- 
tion dieser Ausdrücke in die Gleichungen (I) sieben Bedingungsgleichungen 
zwischen [/ und den Grössen iV 

[,y_(0, 1)-C0, 2) ]K+ '\Ö[l]N, + \Ö~2"\ N2 +...^0, 

\X_0\N, H-[^_(l,0)-(l, 2)--0iV,+ LLAI^^^ +----0, 

I 270^ K + piT^ N, + [i/-C2, 0)-(2, l)-.--].Y,+..- = 0, 

Eliminirt man aus diesen 7 Gleichungen die Verhältnisse von 6 der Grössen JSf 
zur 7'^", so erhält man für (/ eine Gleichung siebenten Grades, also sieben 
Wurzeln g, g', g", . . ., g", und ein zu jeder gehöriges System von Werthen 
der Verhältnisse der sieben Grössen iV. Die allgemeinen Integrale der Glei- 
chungen (I) sind dann 
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(IV) 



; = NoCos{(/t-hß)'^-Nicüs(ff't-\-ß')-\ , 

h' = N^sm(gt-<rß')-\-N-;8in(g't-i-ß'')-\ , 

V = N,cos(gt-i-ß)-i-NJcos(i(,'t+ß')-h--- 
Da in jedem System nur g und die Verhältnisse der Grössen N^ bestimmt sind, 
während eine der Grössen A^^ und der "Winkel ß willkürlich bleiben, so hat man 
im Ganzen noch 14 willkürliche Oonstanteii, welche durch die als gegeben anzu- 
sehenden Anfang-swerthe der 14 Grössen /( und / bestimmt werden müssen. 
Nimmt man für die Grössen m und a folgende Zahlenwei-the an: 





Masse 


Halbe grosse Axe 


Mercur 


WFSTTTT 


0,38709812 


Venus 


ttttVt? 


0,72333230 


Erde 


tbVtj-c 


1,00000000 


Mars 


'^^hcii' 


1,52369352 


Jupiter 


TBSTT 


5,20116636 


Saturn 


Tf^I 


9,53787090 


Uranus 


TT+IT 


19,18330500 



SO werden (nach Leverrier a. a. 0. 8. 13) die Werthe der Grössen (i, /,■), 
isimalsecunden ausgedrückt : 





i 1 


2 3 


4 


6 6 





. 


0,447992 


0,103506 1 0,019797 i 0,00024016 


0,00002865 ( 0,00000247 


1 


2,910335 


• 


5,17403? 


0,468978 


0,00409110 


0,00047742 


0,00004104 


2 


0,891538 


6,860112 


. 


1,817218 


0,00912341 


0,00103919 


0,00008866 


3 


0,027984 


0,102046 


0,298228 


• 


0,00310637 


0,00032980 


0,00002755 


4 


1,601114 


4,198404 


7,061544 


14,645853 


• 


18,196879 


0,934785 


5 


0,077059 


0,198360 


0,325649 


0,629736 


7,367279 


. 


1,390990 


6 


0,001852 


0,004740 


0,007723 


0,014625 


0,105202 


0,386656 


. 



Durch Addition der unter einander stehenden Zahlen erhält man die Zahlen, 
welche in der Diagonale in (III) von g abgezogen werden. Substituirt man 
femer in (III) die von Herrn Leverrier gegebenen, ebenfalls in Sexagesimal- 

14' 
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secunden ausgedrückten Werthe der Coefficieiiten j *', ^- 1 , so wird das aufzu- 
lösende System von Gleichungen: 

(<;— 5,6O9882)A(,-l-l,87OO86-iV,-l-O,4229O8A'j-l-O,0O8814A',\ _ 

-l-0,148711-iV,+0,OOS908A's+0,000046iV, I ~ ' 
0,287865A'.+(j— U,8H654)A'i-l-5,7119(X)Ai-l-0,0D87nA',l _ 

+0.728088iV,+0,018788«;-l-0,00O224Ä| ~ ' 
0,049099i<o+4,308033A',-(-Cy— 12,970687)A', + 0,229326Ail _ 

+ l,689O87Ä-l-0,042580Ar,-H0,O0O504A',l ~ ' 
0,006235iV,+0,2698ölA',+l,397369A',+(<,— 17,596207)AU _ 

+6,304O38Ar4-l-0,125346AS+O,001451Are/ ~ ' 
0,0O002231Al,+O,0O070948A,-l-O,O0218227Wi-|-0,0O112462A'j| _ 

+ C<!-7,489041)Ä-|-4,816454A,+0,0353J9A',J ~ ' 
0,00000145ä'o+0,0(XX)4522A',+0,00013688A;+0,00006665A',1 _ 

-)-ll,893979Ar,+(</— 18,685410)Ä+0,232241A,) ~ ' 
0,00000006Ao+0,00(XK)194A,-l-0,OOOOOö79A!,+0,OOCKX)273iV,l _ 
+0,313829A', + 0,836482A',+(y— 2,32Ö935)A'J ~ 

Das hier vorliegende System hat noch keine in Bezug auf die Diagonale 
symmetrische Form, wie sie der Gegenstand der Betrachtung in den vorher- 
gehenden Paragraphen gewesen ist. Diese Form kann ihm aber vermöge der 
Gleichungen (11), die zwischen je zweien zur Diagonale symmetrisch liegenden 
Coefficienten stattfinden, sehr leicht gegeben werden*). Setzt man nämlich in 
den Gleichungen (V) 

(VI) i^=.-S!i., A.= ,£^,..., N,^^m= 

lind multipücirt nach Aiisfühi-iing dieser Substitution die erste Gleichung mit 

f. , so bleiben die Coefficienten in 

der Diagonale unverändert, und es ist nach (II) klar, dass nun allgemein der 
Coefficient in der ^"" Horizontal- und k^" Verticalreihe gleich dem Coefficienten 
in der fc'™ Horizontal- und i'**" Verticalreihe werden muss. Man erhält so, mit 



*} Dadiirch, (lass man früher diese vorläufige PrSparatioii, dmcli welche die zur Diagonale syni' 
meirisch liegenden Coefficienten gleitli werden, verabsämnt iiat, ist, algCKehen von der angewandten Auf 
lösungämethode, die Jliihe der Rechnung fast verdoppelt worden. 
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Anwendung der Werthe 

(),7S64720 — 10 = l»gy«i»y«°, 
7,1628084—10 = logl/wy?, 
7,2240592—10 = bgVj»"!/?', 



(VII) 6,8316297 — 10 = logym"'V'?", 

8,6684306—10 = logVoi" J/S" , 
8,4720856—10 — IogVii?17af , 



(VIII) 



-10 =: logl/m'-y«" , 
folgende Gleichungen, in denen statt der Coefficienten selbst überall, a 
nommen in der Diagonale, ihre Logarithmen gesetzt sind: 

(j — 5,509882 . 0)JK, + 9,8655252 Jf, + 9,1586592 Mi + 7,8700057 M, 1 _ 

+ 7,2604292 Jf, + 5,8766796 M + 4,2156819 H, j " 

9,8655252«o + & — 11,811654. 0)il/iH-0,6956298«i + 9,0999439i/s| ^ 

+ 8,3665631*4 + 6,9646084«,+5,319106I«,J ° 

9,1586592 I/o + 0,6965298 JW, + (j— 12,970687 .0) J4 + 9,7528822 M, 1 

+ 8,7882803«, + 7,3811819«, + 5,7325546 M, j ' 
7,8700067 M. + 9,0999439«! + 9, 7528822M+(^ — 17,596207. 0)«^! 

+ 8,8878063«, + 7,4576700«, + 6,7989267 M, J ° 

7,2604292« + 8,3565631Jlt + 8,78328O3«i + 8,8878O63«, | ^ 

+ (</ — 7,489041. 0)«4 + 0,8789822«s + 9,0223508«,| ° 

5,8766796«„ + 6,9646084«, + 7,3811819«, + 7,457670O«, 1 _ 

+ 0,8789822«, + (s— 18,586410. 0)«, + 9,6439380«, | " 

4,2156819*0 + 5,3191061 «, + 5,7325546«, + 5,7989267 «, 1 

+ 9,0223508 «4 + 9,6439380«, + (y — 2,325936.0)«, i " 

Damit die Grössen M völlig bestimmt seien, füge ich zu den Glei- 
chungen (VIII) noch die Bedingung 

(IX) «„' + «,' + «'h I--Mi = l. 

Die algebraischen Ausdrüclie der mit (i, /e) und |^, A bezeichneten Grössen 
haben den Factor m'*'. Aendert man daher die für die IMassen oben angenom- 
menen Zahlenwerthe, indem man der Masse m'*' einen wenig von 1 verschie- 
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denen Factor l-i-/t''' giebt, so sind die für («', ^) und \i,k\ angegebenen Zahlen 
noch mit diesem Factor 1h-^<*' zu multipliciren. Hiernach erhält in der (i'+l)""' 
Gleichung die von g abzuziehende Zahl, die in (V) und (VIII) dieselbe ge- 
blieben ist, die Aenderung 

C/,0)./» -(-(*, 1).m'H h(i,6)./f", 

wo jedesmal der Term (^', ^').^''' auszulassen ist. Nach der Art, wie die G-lei- 
chungen (VIII) aus (V) abgeleitet sind, wird in (VIII), wenn i und k von 
einander verschieden sind, der Coefficieiit von M^^ in der ({+1)'^" Gleichung 

und erhält daher den Factor 

wofür man, da die Quadrate und Producte der Grössen jU vernachlässigt wer- 
den, einfacher 1 +^(|«''' + /t**^) setzen kann. Auf diese Weise werden die Va- 
riationen der Ooefficienten der Gleichungen (VIII) bestimmt, welche kleinen 
Änderungen der angenommenen Werthe der Planetenmassen entsprechen. 

Sind h„, l„; h'^. l!-, etc. die der Zeit ^=0 entsprechenden Werthe von 
h, t; h', l' etc., und setzt man 

bezeichnet man ferner die den verschiedenen Wurzein j/, g' , , . ., g"" ent- 
sprechenden Werthe von M^ mit M^, M-, . . ., M^'', so hat man zur Bestim- 
mung der 14 willktlrlichen Constanten K, ß; K', ß' etc. zufolge (IV) und (VI) 
die beiden Systeme von Gleichungen: 

H = Mo.K&iaß-i-M'„.K' siuß' -] \- AJ^' .K^'siaß'", 

77' = Ml. K sinß -h M[.K' ainß' -\ i--Mi".Ä'"sin^", 



L = Mn.KQ,osß-^M{,.K'c,mß'^ V- M^,''.K'"msß''\ 

L' = Mi.Kco^ß-\- Af[.K' maß' -A f-M^.-ff^cosjS^', 

V = i/H.Ä'cosfi-i-il/t.Ä'cos^'H hil/r.ir"cos|3". 

Hieraus erhält man nach §. 3, da die Grössen M^, M^ etc. mit den dort ge- 
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brauchten «, ß etc. Übereinkommen, 

ß = Kcosß = /vJü;,+ //3/iH \-L'"Mi, 

A' ^ K'ünß' == HAi;,-hH'Ml-\ hH''''lin, 

B' = K'msß' = LM;-hL'M[-\ \-}J' iW,, 



woraus sich <he Werthe der Winkel ß, ß' etc. und der Grössen K, K' etc. 
ergeben, ans welchem letzteren durch die Formel (VI) 



die AVerthe der Grössen Nf folgen. 

Zur Controlle der berechneten Werthe der Grössen N^ und der Winkel 
ß"''' können die Gleichungen 

hf = NiSinß + N'i^inß'-^ i-N"ämß''\ 

/}•'> = A^ msß -\- Nl cos^' H h iV" cos^~' 

dienen, welche ans (IV) für i = folgen. 

Wiederholte Tran.'ifoririatioiien des Systems der Gloiclniiigeü (VJII). 
6. 
In den Gleichungen (VIII) bemerkt man, dass im Allgemeinen die 
Zahlencoefficienten , die in der Diagonale stehen, beträchtlich grösser sind als 
die übrigen, von welchen letzteren die Logarithmen angesetzt sind. Wäre dies 
überall der Fall, so würde man unmittelbar durch ein leichtes und schnelles 
Näherungsverfahren , welches ich weiter unten auseinandei'setzen werde , die 
Werthe der Unbekannten mit beliebiger Strenge finden können. Sobald aber 
auch nur einzelne der Coefficienten, die nicht in der Diagonale stehen, beträcht- 
liche Werthe haben, wie es in (VIII) der Fall ist, kann dies Verfahren nicht 
angewendet werden. Dieser hinderliche Umstand lässt sich jedoch dadurch be- 
seitigen, dass man auf zweckmässige Weise die Gleichungen transformirt, indem 
man mittelst einfacher linearer Substitutionen immer für zwei der Unbekannten 
zwei andere Grössen einführt. 
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Es seien nämlich die G-leichungen 

\-(9— ci)Mi-\ h cMi, H l-Äi,,MH = 0, 

h cM, H ^(g^b)M,-\ hAi,,MH = 

zwei von den Gleichungen des Systems (VIII), in welchen der ausserhalb der 
Diagonale befindliche Coefficient c einen erheblichen Werth hat, so kann man 
dadm-ch, dass man M^ und M^ durch andere Unbekannte P^ und Pj ersetzt und 
die beiden Gleichungen gehörig zu zwei anderen combinirt, das gegebene System 
in ein anderes von ähnlicher Form verwandeln, in welchem, während g unver- 
ändert bleibt, der Coefficient, welcher an die Stelle von c tritt, verschwindet. 
Setzt man nämlich 

Mi = GOSßP;— sinaPi, 

Mk = sioaPi-i-cosuPk, 

SO wird jetzt in jeder von den beiden Gleichungen die Grösse g in zwei Gliedern 
stehen. Man kann aber aus ihnen sogleich wieder zwei solche Gleichungen ab- 
leiten, die g nur in einem Gliede enthalten, wenn man einmal die erste Glei- 
chung mit cosa, die zweite mit sina multiplicirt und sie nach geschehener Multi- 
plication addirt, und dann die erste mit — sin«, die zweite mit cos« multiplicirt 
und beide nach geschehener Multiplication ebenfalls addirt. Die neuen Gleichungen 
werden dadurch 

■ ■ ■ + lg — «cos^« — isia^« -1-2 csinccosttl P;H ■ -H {(i* — b)smacosa-hccoa2a\Pk-i-- ■ ■ 

+ (huCosa + hijsma)Mi-i- ■ ■ ■ = 0, 

■ ■• -i- \(a — li) nmav,osa -\- c cos,-!«] Pi -\- - ■ ■ + [g — asm^a — bcos^a — 2<:smacoaa\P/,-\~ ■ ■ ■ 

+ (~hi,isma-{-hi^cosa)Mi-\ = 0. 

Man sieht, dass hierdurch die Coefficienten, welche in beiden Gleichungen dem 
c entsprechen, wieder wie früher einander gleich werden. Auch sonst behält 
das System seine Symmetrie, wenn statt M/, M,, überall P^, P^ eingeführt wird; 
denn im transformirten Systeme werden die Coefficienten von P; und Pf. in der 
(/-H 1)*"" Gleichung 

A;,iCosa-|-Äy. sin« und — hunma + hi^tnosa, 
welche mit den Coefficienten von M; in der oben angegebenen transformirten 
(i-hl)"*" und (^+ 1)"" Gleichung übereinkommen, weil man nach der Eigen- 
schaft des uisprünglichen Systems (VIII) h^, = hu, A^ = A(-,, hat. 



Hosted by 



Google 



VORKOMMENDEN 0],EICIT(JNGEN NUMERISCH AUFZULÖSEN. 116 

Man kann nun den noch willkürlichen Winkel cc so bestimmen, dass der 
an die Stelle von c getretene Coefficient 

(rt — S)smffCOSa + ccos2»): = 
wird, was für a die Gleichung 

(XI) tang2a = -^ 

giebt. Sind a' und b' die neuen, den früheren a und b entsprechenden Grössen 
in der Diagonale, so hat man 

a' = acos^«-f-6sin^« — 2csiiißcosß, 
b' ^ rtsin^a + 6cos^o;~l-2csiaacosa, 
und daher zur bequemen Berechnung von a' und b' die Formeln 
i' + «' = &+«, 

(XII) ^,_^^, ^ b — a _ 2 c 

cos2a sin2« ' 

welche zugleich durch den für b' — a' angegebenen doppelten Ausdruck eine 
Controlle der Rechnung enthalten. Die Werthe der beiden Systeme der Grössen 

hu = cosß,Ä;^j-l-sina. /(*,;, 

hi,j = cos a.hkj— sma.hu, 
in welchen / von i und k verschieden ist, können ebenfalls leicht controllirt 
werden, da der Winkel es derselbe bleibt, und daher zwischen den Summen 
der den verschiedenen / entsprechenden Grössen die nämlichen Gleichungen 
stattfinden. 

Die Summen der Quadrate der Zahlencoefficienten des gegebenen und 
transformirten Systems sind einander gleich, wenn man jeden Coefficienten so 
oft, als er vorkommt, nimmt, d. h. die ausserhalb der Diagonale befindlichen 
zweimal. Denn für jedes / ist 

Aiv-t-Aw = '^li + hlr, 
ferner 

(a'-hb'y-\-(a' — h'ycQs^2a + (a' — b'y»m''2a = (a-{~by -h(a~hy ■^- ic'^ 
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Theilt man daher die Summe der Quadrate dei" Zahlencoefficienten in die Summe 
der Quadrate der in der Diagonale und in die Summe der Quadrate der ausser- 
halb der Diagonale befindlichen Coefficienten, so wächst durch die Trans- 
formation die erste Summe um 2c% während die zweite Summe sich um die- 
selbe Grösse 2c^, nämlich um die Summe der Quadrate der beiden vernichteten 
Coefficient-en, verkleinert hat. Wiederholt man die Transformation, indem man 
immer nur ftir zwei Unbekannte andere Grössen einführt und zwei Gleichungen 
auf die angegebene Art zu zwei anderen Gleichungen combinirt, so wird für 
jedes nach und nach durch die angegebene Transformation erhaltene System 
von Gleichungen der Satz gelten : 

dass die Summe der Quadrate der ausserhalb der Diagonale befindlichen 
Coefficienten um die Summe der Quadrate aller in den einzelnen Transfor- 
mationen vernichteten Coefßcie^iten kleine^' geworden ist als in dem ursprung- 
lich gegebenen System von Gleichungen, und dass die Summe der Quadrate 
der in der Diagonale befindlichen Coefficienten sich um dieselbe Grösse ver- 
mehrt hat. 

Man ersieht aus diesem Satze, dass man in allen Fällen die Summe der 
Quadrate der ausserhalb der Diagonale befindlichen Coefficienten nach und nach 
so klein, als man nur will, machen kann, so dass sie kleiner werden kann, als 
jede gegebene noch so kleine Grösse. Es lassen sich also auch alle einzelnen 
ausserhalb der Diagonale befindlichen Coefficienten durch wiederholte Anwendung 
der angegebenen Transformation unendlich verkleinei-n. Man kann so immer dem 
Grenzfall, wo jene Coefficienten ganz verschwinden und die Gleichungen sich 
unmittelbar auflösen lassen, beliebig nahe kommen, ohne dass es nothwendig 
wäre, dass, wie in unserem Falle, schon anfangs die Mehrzahl der Glieder ausser- 
halb der Diagonale von denen in derselben an Grösse übertroffen würde. 

Ist nämlich n die Anzahl der Gleichungen und S nach der ersten Ti-ans- 
formation die Summe der Quadrate der nQi — 1) ausserhalb der Diagonale be- 
findlichen Coefficienten, so wird, da immer wenigstens zwei dieser Coefficienten 
in jedem transformirten System gleich sind, das Quadrat des grössteu 

S 

^ (n~2Xn-hiy 
Wenn man daher durch jede neue Transformation immer den grössten der 
ausserhalb der Diagonale befindlichen Coefficienten zei-stört, so wird die Summe 
im nächsten System 
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im nächst folgenden 



Lind nach ; Tnnisfbrmationen 



welche Grösse mit wachsendem i kieiner als jede gegebene werden kann. Diese 
Summen werden aber in der WirkHchkeit viel schneller abnehmen, da die Ver- 
ringerimg nnr dann genau in dem Verhältnisse 

2 

stattfände, wemi die ausserhalb der Diagonale befindlichen Coefflcienteiij ausser 
den zwei verschwindenden, sämmtlich einander gleich wären. Man siebt zu- 
gleich, dass die Traiisfonnation mit dem meisten Erfolg angewandt wird, wenn 
unter den ausserhalb der Diagonale befindlichen Coefficienten ein Paar gleiche, 
zur Diagonale symmetrisch liegende Coefficienten einen vorzugsweise bedeutenden 
Werth haben. Aus dem Umstände, dass man durch den unendlich fortgesetzten 
Process die ausserhalb der Diagonale befindlichen Coefficienten unendlich klein 
machen kann, folgt, dass die Gieichung n"^" Grades lauter reelle Wurzeln hat. 
Denn nach jeder Transformation bleiben die Coefficienten reell, und wenn die 
ausserhalb der Diagonale befindlichen verschwinden, werden die mit dem Minus- 
zeichen behafteten Zahlen in der Diagonale die verschiedenen Wert-he von g. 

Aus den eben gemachten Bemerkungen folgt, noch der Satz, dass die 
Summe der Coefficienten in der Diagonale gleich der Summe der Grössen () 
und die Summe der Quadrate aller Coefficienten gleich der Summe ihrer Qua- 
drate sein muss, wenn man fi\r die Coefficienten in der Diagonale immer die 
mit dem Minuszeichen behafteten Zahlen nimmt. Denn die beiden Summen 
behalten nach jeder Transformation denselben Werth, wie in den ursprünglichen 
Gleichungen (VIII), und müssen ihn daher noch in dem Grenzfalle behalten, 
in welchem die Coefficienten ausserhalb der Diagonale verschwinden und die 
in der Diagonale befindlichen den Grössen *; gleich werden. 

In den Gleichungen (VIII) ist unter allen Coefficienten ausserhalb der 

\b' 
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Diagonale der grösste in dei- 5"" und 6"" Gleichung, dessen Logarithmus gleich 
0,8789822. Dieser wurde bei der Rechnung znerst zu Null gemacht, und so 
wurde auch bei allen folgenden Substitutionen im Allgemeinen die Regel befolgt, 
jedesmal den grössten von den ausserhalb der Diagonale vorhandenen Coefficienten 
gleich Null zu machen. Im Ganzen wurden nach und nach zehn Paare von 
Unbekannten durch neue ersetzt. Da die AusfTihrung einer Substitution sehr 
schnell gemacht ist, und jede derselben für die Auffindung aller Systeme der 
Wertihe der Unbekannten, welche die sieben Auflösungen ergeben, zugleich 
Gewinn bringt, so schien es am vortheilhaftesten, dieser fiir alle sieben Auf- 
lösungen gleichzeitig vorbereitenden Rechnung die angegebene Ausdehnung zu 
geben, obgleich man schon friiher zur Anwendung einer Näherungsraethode 
hätte schreiten können. Wenn die jedesmalige erste unbekannte mit [0], die 
zweite mit [I] u. s. f. bezeichnet wird, so sind die verschiedenen Paare, die 
nach und nach flurch neue ersetzt wurden, und die zu der Substitution dienenden 
Winkel a folgende: 

^ +26°5-2'38",12, 
= ^-41''40' 5",92, 
= +17" 9'20",35, 
= ~H 36" 22' 14",58 , 
= — ir54'41",37, 
- -H r'AVlV'M, 
= -4- 2" 7'52",40, 
= — (f 57' 36", 18, 
-. — Ü"ö9'46",42, 
== -^- 1^38' 7",62. 

Man sieht, dass nur die Unbekannten [0], [T], [11], [111] und wiederum die 
Unbekannten [IV], [V], [VI] mit einander verbunden worden sind, und so hat 
sich bei diesen Transformationen die Gruppirung der dehen Planeten in vier 
und drei von selbst dargeboten, ohne dass hierbei von der Strenge etwas ge- 
opfert zu werden brauchte. 

Die unten folgende Tabelle giebt die sehn Systeme, in welche das ge- 
gebene nach und nach transfonnirt worden ist, wobei ich in jedem System den 
Coefficienten, welcher in dem folgenden Systeme beseitigt ist, durch Sternchen 
bezeichnet habe. 



[IV] 


und [VJ 


m 


„ [11] 


[0] 


„ [I] 


[11] 


.. [Hl] 


[IV] 


., [VI] 


[0] 


, [111] 


m 


, [11] 


\y\ 


„ [VI] 


iö] 


, [11] 


[1] 


„ [111] 
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Sclioinata ilev Gleichungen (VJIl) iiiul der zehn traiislormirten Systeme. 



(Ls ist lussoi Jen Cjuisea ilei Diagonale itraeLlisehul Woss lie I eib odei tlie uitpip Halfle jedea Sthemas 
dEgesetet, ilas letzte jediuh \ollsl!iiidig ausgefüllt njideii Nm in dei Diagoiule stehen Numeri, vor 
welrlien die (rrossen g n ef,geliaien worden sonst uheiall lie logarithmeu bei wekhea dmcliweg ^10 
/u eigaiizen ist Wenn die loganthmen /n negxtiven Nninens geboren ist ei diiich n angezeigt) 



9.8655252 
9,1586592 
7.87O00Ö7 



6.8787034n 
4.21Ü6SI9 



9.8655252 
-11.81 16Ö40 



-11.8116540 
'10.6955598 
9.0999439 
8.3167530 
7.0T55587U 
5.3I91061 



9.1586593 
10.6955398 
-12.9706870 



Gegebene« System. 



(.8700051 

9.0999439 

9.7528822 

-17.5962070 



7.2604292 
8.3565631 
8.7832803 



-12.9706870 
9.7528872 
8.7422682 
8.4031471 
5.7325Ö4G 
Erstes transformirtes Systi 



7.4890410 



3.G933435 



17,5962070 
8.8462593 
8.5099694a| 
5.7989267 i 9.4669363 



5.S76G796 
6.9646084 
7.3811819 
7.4576700 
'10.97S9822 
-18.5854100 



4.2156819 
5.3191061 
5.7328546 



9.6439380 
-2.3359350 



Zweites transformirtes System 



-5.3111122 

9.6601792] 
9.1638436 
8.2298539 
7.8902619) 
5.2242105 



. 7.5956543 
9.0497211 
9.6505690 
8.6934635 
8.3540409 1 
5.6876443 



-17.3854565 
"9.5304363 
8.4395088 



7.8700057 

9.6724433 

9.5304363 

-17.6962070 



7.21 97860 
8.7175126 
8.4395088 



5.4231118 5.7989267 
Drittes transformirtes 



9.4669363 
System. 



6.8787034) 
8.37807371 
8.1009330] 
8.50996941 

-22.4211085 



-32.4211085 
9..5382IS2 



4.2156819 

5.71 mos 

6.4231118 



9.6382132 
-2.3269350 



—5.3111122 

9.3138512] 

8.3203099 
7.8902619) 
7.5465920 



9.6608572 
9.4678U8 
8.6839195 
8.3540409 u 
8.0102012 



Viertes transformirti 
9.3138513n 9.5222066 



System. 



9.5508572 
-17.1356554 



9.4678118 
—17.8 



8.7951029 
8.4675546] 
8.1212408 



^17.8460080 
8.6946971 



8.6934635 
8.8046407 
8.6042303 
-3.6533425 



7.8902619) 
8.3540409) 
8,4675546) 



-32.4211085 
9,5287,-,96 



5.2242105 
S.6876443 
5.7683052 
6,5436860 

*9.iG693Ü3 
9.5382133 

-2.3259350 



—2,2641190 



Fünftes transformirtes System. 



ni. 



IV. 
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0. I, n. III. IV. V. VI. 



6.09TO453 
9.3U0O471 



8.24G6S10 
7.91G8235] 



-7.58^4233 

9.4676593 
8.7040099 
8.37423851 
8,0302850 



Sechstes t 

9.313G9841 

"9.5508572 

-17.1356554 



-17.14 



8.7821072 

8.454G278: 

8.1089409 

Siebentes 



9.4676590 

7.7374784 

-17.8548391 



-17.8548391 
8.5896508 



-3.7151584 
8.85292381 
.9156789 
ansfonnirtes Systom, 



i System. 
8.2466210 
8.6839195 
8.7951029 



-3.7151584 



7.91682351 
8.3540409] 
8.4675.5461 



8.8529238] 
-22.4211085 



-22.4211085 
'9.52S7505 



7.5728881 
8.0103012 
8.1212408 
7.9156789 

9.5287695 
-2.2641190 



6.0969796 

5.9771051 
8.2198352 
7.8931143] 
7.5396841 



—7.5824233 
4.3372594 
*9.4676S93 
8.7040099 
8.3774615 J 
8.0138517 



Achtes transformirtes 
"9.3140047 



17.8548391 
8.5896508 
8.2670610] 



8.7843368 8.5896508 —3.7151584 

8.459950411 8.2670610n 8,8538638) 
7.07707471 
Neuntes transformirtes System. 



System. 
8.3466210 
8.7040099 
8.7831072 



-3.7151584 



8.37746 15] 
8.4578335] 
8.26706101 



7.5564556 
8.0138517 
8.0917138 



7.0770747 1 
-2.2584562 



(XIV) 



6.1061176 

5.0602777 
8.2198353 
7.8931143] 
7.5296841 



6.1061176 

-7.5740431 

6.1861782] 

8.7132591 
8.38679611 
8.0230931 



Zehntes transfoi-mirt 


s System. 






1 5.9602777 


8.219S353 


7.8931143n 


7.,j296841 


6.1861783 ii| 


8.7133591 


8.3867961.1 


8.0230921 


-17.iS2i6S7 


7.7366533 n 


8.7842368 


8.459950411 


8.0938446 


7.7366533 n 


-17M3'jm 


8.5730313 


8.2505934 n 


7.8824471 


8.7842368 


8.5780313 


^3.7151.584 


8.8528628 n 


7.0770747 


8.4599504« 


8.2505934 n 


8.8528628 n 


—22.4267712 




8.0938446 


7.8834471 


7.077074711 


B 


-2.25845G2 



In dem System (VIII) geben die in der Diagonale befindlichen Zahlen 
noch keine Vorstellung von der Grösse und der Aufeinanderfolge der sieben 
Wurzeln g ; aber schon sogleich nach der zweiten Transfoi-mation erhält man 
durch diese Zahlen eine stai'ke Annäherung an alle sieben Wurzeln auf einmal, 
welche bald so gross wird, dass sie nur noch kleiner Correctionen bedarf. 

Wenn man alle in (XIII) angegebenen Substitutionen von der Form (X) 
zusammenlaset , so dass die Unbekannten M des Systems (VIII) unmittelbar 
durch die Unbekannten des letzten transformirten Systems, welche ich mit 

R-., R,, .... i?. 
bezeichnen will, ausgedrückt werden, so findet man, wenn man statt der Zahlen 
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die Logarithmen, aber mit den Vorzeichen der Zahlen, setzt, 

jy;, = 9,9799291 Ä, — 9,4703632 Äj + 8,4405137 A3 — 8,2284096 R3 , 
Ml = 9,3810153i;o + 9,8476757Äi — 9,7461559 Ä34-9,5662I56iJ3, 
M, = 9,2410836i?o + 9,8089612ßi + 9,7638502 7^2 — 9,6689433^3, 
(XY) Mi = 8,0433639i?„ + 8,65336Slß, + 9,7729660Ä34-9,90ö2324Ä3, 

J/i = 9,9409002 i?4 ~ 9,6581085 i?^ + 9,2467542 Rs , 
M, = 9,6457624 fi, + 9,9495307 fis + 9,0343951 R^ , 
M, = — 9,3147106 -R4 — 8,2146974^5 + 9,9904855 Äe. 
So oft vermittelst der Gleichungen (X) zwei Unbekannte durch zwei 
neue eraetzt werden, bleibt die Summe ihrer Quadrate unverändert. Da nie- 
mals eine der vier ersten Unbekannten mit einer der drei letzten verbunden 
worden ist, sondern beide Gruppen nur unter sich, so muss man folgende zwei 
Gleichungen besonders haben: 

jV,f + .1/,' + .l/:f + M{ = A',' + R{ ■+- Rl + R'i , 
Mi -i- 3J; -h Mi = r! -+- Ri + Rt . 
Setzt manlinlö statt der Grössen i¥ihre Ausdrücke (XV), so erhält man für die 
Coefficienten der vier ersten Gleichungen (XV) zehn und für die der drei letzten 
sechs Bedingungen, die zur Prüfung der Zahlen in (XV) benutzt worden sind. 
Aus diesen Bedingungsgleichungen folgt auch noch, dass, um umgekehrt die 
Grössen R durch die Grössen ilf auszudrücken, man in jeder der beiden Gruppen 
in (XV) nur die Horizontalreihen und Verticalreihen der Coefficienten mit ein- 
ander zu vertauschen braucht. 

Säherungsmetliotie zur numerischen Auflösung des Systems <ier Gleichungen (1), 

wenn die ansKerhalb der Diagouale befindlichen Coefficienten als kleine 

Grössen erster Ordnung betrachtet werden können. 

7. 

Wenn in dem Systeme der n Gleichungen (1) 

\{a,a)-^\a+ (a,i)ß -+■ (a,c), +...+ (a,p)s =0, 

(4,0)« +|(J,S)._.,|/J+ (S,„), H H (/,,_,;)» =0, 

(c,a)a + (c,b)ß +|fe«)-.i|cH h (,c,p)ü, =0, 

(p,a)a + (ftJ)(J + ip,c)t -i Ufert-ilB = 

die aiissei'lialb der Diagonale befindlichen Coefficienten (((, i), («, e) etc. als 
kleine Grössen erster Ordnung betrachtet werden können, so lassen sich die 
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Werthe dev Unbekannten duTcli eine suocessive Annäherung finden, welc^he sehr 
rasch zum Ziele tuhct und jede Strenge gestattet. 

Bezeichnet man nämlich im Allgemeinen den Wei-th einer Grösse ■» durch 

M == J"u-\-J'^u-{-J''u-\-^^u-\ , 

wo zi"n den Nähemngswei-th , J'u, J'^u etc. seine suceessiven Oorrectionen 
von den vei'schiedeneri Ordnungen bedeuten, so dass z/'m eine kleine Grösse der 
j-ifn Ordnung ist, so findet man in unsei-em Falle diese immer kleiner werdenden 
Grössen auf folgende Weise. Zuerst bemerke ich, dass .man als Näheningswerth 
von X Jede der n Grössen 

(a,a), (b,b), (c,c)^ . . ., Qxp) 
annehmen kann. Für jede dieser Annahmen ei'hält nian ein System von Werthen 
der Unbekannten. Es reicht hin, das Verfahi-en für eine dieser Annahmen, 
//"x = (ff, o), auseinander zu setzen. Man erhält fiir diese Annahme zunächst 

Der Werth von x weicht nämlicli von (c, (v) nur um Grössen der zweiten Ordnung 
ab, weshalb die in (XIV) in der Diagonale befindlichen Coefficienten die Werthe 
der Wurzeln x sogleich mit so grosser Annäherung geben, dass es nur einer 
leichten Verbesserung bedai-f, um die wahren Werthe zu erhalten. Die Quo- 
tienten — , — etc. sind Grössen der ersten Ordnung; der Wertli von c selbst, 
a a 

welcher gleich 



0, 


J"-?=0, ... 






{'>,') ., )■ 


(«,«) 


(0. 


..)-(«;*)' « («. 


,«)-(«,<=)' 



weicht daher von der Eviilmt ebenfalls nur um Grössen der zweiten Ordnung 
ab. Die CoiTectionen der Grössen "- etc. von der ziceiten Ordnung erhält man 
aus den Gleichungen 

[(«, a)-{h, b)\ A'' J = (ö, r)A' ^ +{b, r/) .4^ ^ + ■ ■ ■, 
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Die Correctionen von x von der zweiten und dritten Ordnung erhält man hier- 
auf durch die Gleichung 

Die Correctionen der Grössen -£-, — etc. von der (hüten und vierten Ordnung 
ergeben sich ans den Gleichungen 






{(a,u)-(h,h) + A-'^ + A\v\A*->' = (b,e)A''-'--^(b,d)A-'- 



Man erhält dann zl\v-hzl''x und J-'-^, J'' -■ etc., /I^^, 4^'"^ etc. durch die 
Gleichungen 






|(o, «) — (',*) + J''« + --<'-' + ^'* + -''"*l-^'''- 

= (6, «) J' -\ + ('', 'i)^' 4' H ''' '■'■ + J'-') (^' -^ + ^-<' 4 + ^' ^- + ^' 4) . 

|(o, ,.)-(», e) + 4'.» + z(=.tH-4'.B + z('.e|J>-|- 

|(o, o)-(J, J) + J'j, + z/',H-z/',H-z('j^|/<' Ij = (S,c)^' ', +(*,<()^' *- + ■■■, 
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Endlich erhält man 



= (.,4){^.l+^.l)+(a,»){^'l + ^.{-}H 



|(«,o)^(J,S) + J>.«- 



,ß 



{(a, a) — (e, c) + J''.-e + J\t + J'x + ^'^ + J'i~i 



••) 



"0 Wenn in den lorgelegten Gleichungen (1) die Coefficienten iiifeseihall dei Dngcnile niii m 
euer Horiwntal und \ei!icalreihe klein smd in den übrigen abei ^oii beliebige) Grjsse s kann man 
iluitli em ähnliches Naherungsvertahi en immei eme Wurzel dei Gleichung ii'*" Giades und die ihr enl 
spiechenden ^^ertlie du Unbekannten fiftden Smd j B die Grussen (ab) (ac) (ap) klein so ei 

halt man wiedei aus dei ersten Gleichung den h^heiungsnerth x='!_aa) bis auf Glossen 2<" Ordnung 
exclusne genau Wenn man liiesen Werth in die n — 1 folgenden Gleichungen Eubstituirt so eihält mai 
dnich ?tienge Auflösung eines Systems von n— 1 linearen Gleichungen die Werthe von — i , _ 

bis aut Gl ssen S'^ Ordnung excl genau '•ubstituiit man diese Weithe nieder in die eiste Gleichung, so 
eihiU mxn den Werth von x his auf Grjsien ■i''' Ordnung exe! genau und mit diesem Weitbe ■von x ei 
halt man dann wieder durch Auflosung von n — 1 lineaien Gleichungen die Werthe ^on — — etc bii /u 

dei 3'«' Oidnung e\cl genau u s f ts nird hieibei von Vortheil &em in den jedesmal aufzulösenden 
I — 1 linearen Gleichungen den ersten N\h e rangen erth \on r in den C oeffieienten beizubehalten und die 
yon den Correotionen von r herinhrenden Grussen mit den ganz constanten Gliedern zu Teremigen, wodunb 
die Coefficienten dei linearen Gleichungen immei dieselben bleiben und sich nur ihre ginz constanten 
Gliedei andern so dass der grosste Tlieil der numenschen Rechnung nelche zur Autlosimg der ImearLU 
Gleichungen gemacht nerdea muss fui die Corteetionen aller Oidnungen unverändeit beibehilten neiden 
kann. Setzt man 

^ = ^aa) + <S'x + 6"x + ä"'x-\ , 

wo :i'''>x von der (2;)"^ Ordnung ist, ferner 



-^ = r^.+J"^+<I"'-^-+..., 




ivo d*''-^ von dev (2i"— 1)'*" Ordnung ist; setzt man endlich 




ä':r+ 6"r H \- ä<-'^ r = (r). , 




,./ + j"|. + .., + ,wJ. = (A)^ 




und gebraucht dieselben Bezeichnungen in Bezug auf - ■ , — etc., so werden dii 


i Correctionen der Grosse x 


von der (Si)"" nnd der Grossen -^ , ^ e!e. von der (2i + l)«'' Ordnung aii 


IS den bereits gefundeneu 


Correctionen iiiediigeror Ordnung durch die folgenden Gleichungen eihalten; 
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Nimmt man z. B. für das System der n G-Ieiclinngen (1) die 7 G-lei- 
chungen (XIV), nachdem man darin alle Zeichen umgekehrt hat, und nimmt 
als Näher ungswerth von x oder g denjenigen, welchen die erste Gleichung giebt, 
so findet man nach und nach 



d 


i + A'c 


= 


+ 


1747 .6 


J' 


ä! + ä^X 


= 


— 


2.3 


J 


.B + z/'.l- 


= 




0.0 




,L' = « 


= 


5 


,2988732 



^■i = 




zl"-^=0 


J' ''- = +0,0000,5611390 




J'l=0 


J"-?- = —0,00023818658.9 




J'-J- = — 0,00005383551.3 


J' ?- = - 102738.2 




/!■''=— 21373.6 


J<'*=+ ,31016.2 




d'^ = + 7022.3 


.^■^- = H- 220.7 




J'-'- = ^ 48.1 


//''?- = — 33.2 




"'1,=- ''■■' 


J'| = - 0.3 




A''^= 0.0 


= -^ = -0,00018278774 


R 
R 


= -' =-0,00005397862 



h 0,000007263263 

-0,000031224732.1 

110879.5 

40788.6 

262.2 

43.8 

0.3 



-0,0000240313-12 



(-J) J"'. + (.),JB-J - l(l4)-(„.)] jI'+i)-i + (i,)jl'+')-!--4-..., 

©.-, '"'" + ">' ■'"'-'- - "«■'"*" f + l(")-("»)l «"+" ' +-, 

Die iaheiimgsmi-tlijiie nud hier beschwerlicher, weil man die n— 1 linearen Gleichiingeu streHg autzulÖNeii 
hat, welche im oli-jen Fdle ebenfalla dnrch Näherung leicht aufgelöst werden konnten, so dass der Vorthei! 
der Methode hich in diestm Falle grossentheile darauf beschränkt, dass man, um den Werth von x ku finden, 
nicht die Lclfichung i "i (jndes zu bikleii und autV.iih'Jsen braucht. 

16' 



Hosted by 



Google 



124 ÜBER EIN LEICHTES VERFAHREX, DIE IX HER THEORIE DER SÄCULARSTÜRUxN'GEX 



A'- = a 






J»|- = 






0,010476254 




J'-^=- 


3,00045646310 j 


J' -- = — 


23384,3 




"i-+ 


4349994 


Ja - = H- 


13630.2 
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41-*!- = — 0.0011137195 



J' ! = — 


43279.0 


z/^-'^- = + 


11793.7 


^'o"™"^ 


HX).9 


Jäi = - 


13. C 


J'-'' = — 


0.2 


4>i = 


0.0 


R. II 


0,0011168593 



iog« = log ifo = 9.9999758, 



]og|3 = logR, = 6,2619229n, logf = log A4 = 8,0205812. 5n, 
log/ = logÄs = 5,732197611, log^ = logÄj = 6,6153618n, 
log J = logßa = 5,3807537n, log •*; = logÄ« = 7,0479743ü 

gefiiiiden wird. Die Genauigkeit ist hier viel weiter getrieben , als der nacli- 
herige Gebrauch verlangt. In dei' That, wenn man die gefundenen Werthe der 
Unbekannten in die Gleichungen (XIV) substituirt, so findet man eine vollendete 
Übereinstimmung, indem der Werth des Aggregats, welches verschwinden soU, 
in keiner Gleichung den zehnmiUionsten Theil seines grössten Terms eiTeieht. 
Durch die hier auseinandergesetzte Methode sind die folgenden Resultate 
fiU- die sieben Systeme der Unbekannten gefunden worden. 
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Tabelle der sieben Systeme der Wertlie der Unbekannten des traiisiormiiten 
Systems (XIV). 

(Niii- lic! s sind die Zahlen angesetzt, sonst, die Logai-ittimen, bei denen überall — 10 in der Charakteristik 
KU ergänzen ist,) 





SysteiH I. 


]I. 


UI. 


IV. 


V. 


VI. 


VII. 


9 


5.2988733 


7.5747191 


17.1525573 


17.8632966 


3.713G434 


33.4273091 


2.2584168 


B, 


9.9999758 


5.59372 


4.49078 


4.77888 n 


8.020611 


6.6558531 


7.0453M8 


B, 


G.26iaGn 


9.9999595 


5.44276 


4.69090 


8,127403 


7.2114826 


7.296067 


-s. 


5.73273 n 


5.99G05n 


9.9999760 


7.88943 


7.656551 


7.7345775 


6.919256 


M, 


5.381 04 n 


5.G7G60n 


7.8913067 a 


9.9999850 


7,422751 


7.5884936 


6.687464 


St 


8.020580711 


8.1 275834 n 


7.6565719 Q 


7.4809490n 


9,9999378 


7,5772574 


6.8387611 


A 


G.G153I99n 


7.1975215n 


7.7307677 n 


7.5920478 n 


7.58423« 


9,9999867 


4,25371 


Jie 


7.0479752 n 


7.2980444)1 


6.9189241 n 


6.6948000 n 


G.8075t 


4.73984 n 


9,9999986 



Wenn man die vorstehenden 7 Systeme der Werthe der Grössen i? in die 
Gleichungen (XV) substituirt, so findet man die 7 Systeme der Werthe der 
Grössen M. Es ist, um diese Grössen mit der erforderlichen Genauigkeit zu er- 
halten, (iberflüssig, die Logarithmen aller Grössen ß auf dieselbe Zahl von Stelleu 
zu berechnen. Denn wenn man die "Werthe der Grössen R substituirt, wird 
in vielen zur Bestimmung der Grössen M zu bildenden Aggregaten der Werth 
eines Terms die anderen beträchtlich übertreffen, so dass man nur von den 
Zahlen die erforderliche Anzahl von Stellen zu kennen braucht. Es sind deshalb 
in der obigen Tabelle einige Logarithmen mit 7, andere aber nur mit f) Stellen 
angesetzt worden. 

Die Werthe der 7 Systeme der Grössen M, wie sie aus den Grössen li 
durch die Formeln (XV) abgeleitet worden sind, giebt die folgende Tabelle. 
Sie sind mit aller Genauigkeit berechnet, welche die Anwendung siebenstelliger 
Tiifeln gestattet. 





System I, 


li. 


III, 


n. 


V. 


VI, 


Vli. 


s 


5,2988733 '. 7,5747191 


17,1525573 


17,8632966 [ 3,7136434 


22,4273091 


2,2584168 


Afo 


+^,9548364.7 1-0,2953047.4 


+0,0276998.70 


-0,0167131,95 


+0,0061320.4 


+0,0000356,840 


+0,0004905.317 


-^A 


+0,2403236.7 1+0,7041486,2 


—0,5602023.6 


+0,3639800.2 


+0,0104109.52 


-0,0003433,278 


+0,0013757.54 


Ma 


+0,1740664.5 1+0,6440231.1 


+0,5841832.64 


-0,4620795.6 


+0,0118614,62 


+0,0034689.22 


+0,0017218.36 


'". 


+0,0109897.86 


+0,0449154,3 


+0,5865879,5 


+0,8085248.5 


+0,0055361,02 


+0,0064128,63 


+0,0009850.343 


Mi 


-0,0091606.953 


—0,0113414.30 


-0,0016560,475 


-0,0006617.204 


+0,8744861.9 


—0,4517914,9 


+0,1759003.9 


M, 


-0,0051261.723 


-0,0075519,595 


-0,0068854,157 


-0,0047267,932 


+0,4389344.0 


+0,8919316,0 


+0,1079379.0 


M^ 


+0,0010733.321 


+0,0008513,954 


+0,0003124,55 


+0,0001363.418 


-0,2056750.7 


-0,0171791,24 


+0,9784694,7 
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126 CliER EIN LEICHTES VERFAHREN, DIE IN DER THEORIE DER SÄCULARSTüRUNGEN 

Ziii- Probe i'i'ir die richtige Bestimmung der sieben Wurzeln g hat man die 
beiden Bedingungen, dass ihi'e Summe gleich der Summe der Zahlencoeffieienten 
der Diagonale in den Gleichungen (VIII) oder (XIV), und dass die Summe 
ihrer Qiiadj-ate gleich der Summe der Quadrate aller Coefficienten dieser Glei- 
chungen sein muss. Die letztere Summe ist im Laufe der Rechmmg schon 
einmal, nämlich zur Prüfung des transformirten Systems (XIV), gebraucht 
worden. Die richtige Herleitung der Grössen M aus den für die Grössen R 
gefundenen "Werthen kann ebenfalls auf eine doppelte Art für alle gleichzeitig 
geprüft werden. Wenn man nämlich in dem Schema der Werthe der Grössen 
M einmal die Quadrate der algebraischen Summen der einzelnen Vertical- 
reihen, das andere Mal die Quadrate der algebraischen Summen der einzelnen 
Horizontalreihen addirt, so muss in beiden Fällen die Zahl 7 als Summe ge- 
funden werden. Denn aus dem auf eine dieser Arten gebildeten Ausdruck 
verschwinden die Producte je zweier verschiedener M nach den Gleichungen (4) 
und (9) in §.2; die Summe der quadratischen Glieder 

jy^ -i- iW" H [-Mi 

muss aber für jedes der 7 Systeme besonders gleich 1 sein, weil 

liii -+- R; H hlil = i 

gemacht worden ist. Diese Prüfungen, welche besonders für die Zeichen der 
Grössen 3i eine leichte und entscheidende Controlle geben, sind an den Zahlen 
der obigen Tafeln vorgenommen worden und mit der erwarteten Strenge ein- 
getroffen. 

Nachdem die Grössen M bestimmt sind , erhält man die Verhältnisse 
der Unbekannten N des Systems (V) mittelst der Gleichungen (VI), deren 
Constanten in (VII) angegeben sind. Die hieraus sich ergebenden numerischen 
Werthe der Verhältnisse der Grössen N respective zu N^ und zu iV^ in den 
vier ersten und in den drei letzten Systemen sind zugleich mit ihren von den 
Änderungen der Massen abhängigen Variationen am Schlüsse dieses Aufsatzes 
zusammengestellt worden, um unmittelbar mit den Resultaten verglichen werden 
zu können, welche Herr Leverrier in der Connaissance des Tevips für 1843, 
Seite 31 ff., gefunden hat. Ich wende mich jetzt zu der Berechnung dieser 
Variationen oder der für eine Änderung der angewandten Werthe der Planeten- 
niassen anzubringenden Correetlonen. 
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Berechnung der Variationen, welche die sieben Systeme der Werthe der Unbe- 
kannten durch die Änderung der zu Grunde gelegten Werthe der Planeten- 

8. 

Die von einer Änderiuig der Planeteiiinasseii lierrührendeii Variationen 
der "Werthe der Unbekannten köiintea aus den im §. 4 gegebenen allgemeinen 
Formeln entnommen werden, wenn man darin die Variationen der Coefiicienten 
der gegebenen Gleichungen substituirt, welche man durch Änderung der Planeten- 
massen erhält. Es ist aber bequemer, die auf diese besondere Form der Va- 
riationen bezüglichen Formeln unmittelbar abzuleiten. 

Ich will das System der Grleichungen (VIII) folgendermaassen bezeichnen: 

0= y—[0,0]\M^-h [0.,1]M, +[0,2]M3H |-[0,6]M-„ 

(XVI) = [l,0]i/. -l-{,'^-[l, ll|A/i4-[L2]il/,H b\i.ü]Me, 



[,■,,,] ^l/!2ü]^. 



Werden die Massen dadurch corrigirt, dass man m(l-|-,w) statt m, m' (l -\- fi' ) 
statt m' etc. setzt, so erhält der Coefficient [^', A-], wenn i und k verschieden 
sind, den Factor 

wie oben im §. ö bemerkt wurde; die Coefficienten in der Diagonale abei'. für 
welche beide Indices gleich sind, erhalten die Oorrectionen 

_i[0, 0] = (0, l),t' + (0. 2)u" H h (0. 6)^i''. 

(XVII) J[l.l] = (1,0)^^ +(1,2).("-1- h(L6),ü^"'. 



wo die Zahlenwerthe der Coefficienten (0,1), (0,2), , . .; (1,0), (1,2), ... 
aus der unmittelbar vor dem System (V) aufgestellten Tabelle zu entnehmen sind. 
Zwischen den Oorrectionen der Unbekannten, welche aus diesen Va- 
riationen der Coefficienten hervorgehen, oder zwischen den Grössen Jg. JM, 
erhält man aus der ersten Gleichung in (XVI) die folgende: 

= |j,, — j[0,0]|jlfo + Im 110,1] M-t- [0,2] Jl/,H l-[0,6hl/,l 

-H i{[0, i]ft'M, -+- [0, 2]fi"M2 ^ h tO, G]!x"M^\ 

-4- 1,9 — [0, 0]\JM, -H [0, IJ^iVi H h [0, 6]z/.Wfi, 
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128 CBER ein leichtes VEREAHREN, die in UER THEORIE DER SÄCÜLARSTÖRUNGEN 
oder, weil 

[0, 1 1 My + [0, 2] U,-^ h [0, 61 M = —{(/— [0, 0] M> j 

ist. 

= \Ag - A[0, 0] } M, - (g - [0, Q])fiM„ 

+ Ci/ - [0, o])\Jl%-hi^i^^\ -h [0, i]| jm + 1,«' m h h [o, 6] t ja + i,«" MI ■ 

Bildet mati die Jllinlichen Gleichungen und setzt 
so erhillt man folgendes System von Grleichimgcn : 

(XIX) ^1 = .\fi Ag + LI, 0] SM, + (;/ — [1, 1]) ÖM^ H h [1, ö] <J;1/k, 

Um aus diesen Gleichungen ^g zu erhalten, multiplicire man dieselben respec- 
tive mit M^, M, etc., so verschwinden nach geschehener Addition die mit den 
verschiedenen Factoren SMi mnltiplicirten Aggregate wegen der Gleichungen 
(XVI); cler Goefficient von Je/ wird ^IM'^ = 1, und daher 

(XX) Ae/ = Mi,pu~^Mi2^i-\ \-MejJe,. 

Um die Correctionon der Grössen M zu erhalten, bringe man die Gleichungen 
(XTX) in die Form: 

jj„ = M, j(f^((j — ,/) öMü + {(j' — [0, 0]) (Jj1/„ + [0, J i ^.1/, H h [0, 6] S]\k , 

ih = Miäg + ig — g'-) ÖM, ■+- [1, 0] ifU, -4- {'/ — [1,1]) SMi H h [1, 6] §M, , 



Mnitiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit den zu (J gehörigen 
Grössen des zweiten Systems, -MJ, -^i' etc., so bleiben nach geschehener 
Addition rechts vom Gleichheitszeichen nur die zweiten Terme, indem vermöge 
der Gleichungen (XVI) die (ihrigen mit den verschiedenen Grössen SM^ multi- 
plieirten Aggregate verschwinden; ebenso verschwindet das mit Jrj mnltiplicirte 
Aggregat, weil es den Factor 

M.,]SU -V l\hMl -^ = ü 
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erhält, und man findet 

Vertausclit man die Grössen g' , Mä, Ml etc. des zweiten Systems mit den 
Gi'össen g" , M^' , M" etc. des dritten, dann mit denen des vierten u. s. f., so 
erhält man noch fl'mf ganz ähnliche Gleichungen. Setzt man 

so erhält man endlich als siebente Gleichimg 

iM„ S3fo + ü/i <JM H \-M^SMe = Q, 

wie aus der Gleichung 

M.^ JM, 4- Ml AM, -t h -M« .'iM,, = 

folgt. Multiplicirt man diese siebente Gleichung mit M„, die sechs vorher ge- 
fundenen der Reihe nach mit den Factoren MI,, MÜ' etc. und addirt alle nach 
geschehener Multiplication, so werden die Unbekannten SMi bis auf SM^^ sämmt- 
lich eliminii-t : ebenso bleibt nur dM^^ übrig , wenn man die Factoren M^ . 
Ml, Ml' etc. wählt, u. s. f. Wenn man die abkürzenden Bezeichnungen ein- 
flibrt 

MiM!. Mi' Mi' 
CXXI) K, mi) . 



ss' 


9- 


-s" 


MIM! 


, Ml 


■MI' 


}-•/ 


' S~ 


-s" 


Ml MI 


MI' Ml' 

H TT 



Mi 


'*" 


s- 


-.9" 


M.' 


■jK," 


s- 


-g" 


m; 


•iC 



wo immer 

so findet man auf diese Weise fi'ir die Variationen der Unbekannten M des 
ersten Systems 

SM, = (m^,mu)jh,-i-Q>}i„,mi')lh-\ \-(i)i,),m6)pe-h MoQ, 

(XXIi) SMt = Cmi,m(,)pü-)-(mi,wji)p, 4 h (mi, ■mo)^)^ + iIf,Q, 



17 
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130 ÜUER EIN LEICHTES VERFAHIIEN, DIE IN DER THEORIE DER SÄOüLARSTÖRÜSGEN 
Man hat jetzt nur noch in (XX) und (XXII) die Werthe 

zu substitiiiren und die ganz ähnliclien Ausdrücke zu bilden, wck-hc sieh für 
die übrigen Systeme ergeben. 

Setzt man die Correctionen des (/n- 1)"=" Systems 

(XXJII) .V ^ /j"''/f + z;("',w'H V-Blt^iC' 

und 

(XXIV) AiMt"^~^\Mi"'^i''^ = SMf'^ = C"-^'/<^-6'^'V'H hCf ^t''', 

so erhält man auf die im Vorhergehenden angegebene Art die allgemeinen Aus- 
drücke 

(XXV) Bf> = Mf>-(0,i) + Mi'-''\\,i)-\ hi^"'''(6,0 + (/'-[»;«])^W/'''' 

und 

Cf ■ '' = (mi, «^,)^^/^(0, 4- (m,,mAM"\'i, '0 H 

(XXVI) 

■4^ («u, ™«)sM;™(6, -I- (m,, -»»0:1^'"' !^"" - [h ^ t + ^M^M^''' ' . 

Hier ist, wenn man das Glied, das durch ^<*' — <;<''' dividirt sein würde, fortlässt, 

Es ist ferner 

fci) = 0, R/l = (.■,0) + (/,l)H hftf.), 

und die Grössen (/, /') sind die oben vor dem System (V) angegebenen Zahlen. 

Man sieht aus dem Obigen, dass jede der 392 Grössen ßf und Ci''''\ 
welche die Aufgabe zu berechnen fordert, durch Addition von respective 7 
oder 8 Termen erhalten wird. Diese Terme selbst sind unmittelbar durch die 
bereits berechneten Werthe von </**', iü^'*' nnd durch die 196 Hidfsgrössen 
(^n^,m^\ gegeben. 

Ich lasse jetzt die Tabelle für die "Werthe der HOlfsgrössen (iHj,, m,..),^ und 
dann die Tabelle für die Werthe der Grössen C/*'*^' selbst folgen. 
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iJie TabeUe ist nach dem oben stebendeii Schema angeordnet; abwechsaind üud voi 
den Grössen der Diagonale selbst entweder nur die oberhalb und rechts oder die 
von der Diagonale beüud liehen. Grössen angesetzt.) 
0. 1. 2. 3. 4. 5. 



dem System ausse 
erhalb und links 



-Ü.038Ö81 



I -H).400&13 
-(-0.I030Ö6 
I +0.0706072 
; +0.00423656 
-0.0243357 
-0.00143356 
+0.00021570 



—0.0202365 
+0.0689293 
+0.0068831 
+0.00135226 
+0.00045518 
0.00018029 



Erstes System 
+0.0316323 
0.158150 
-0.227941 



-0.0430341 
+0.0013901 
+0.00218913 
+0.00105073 

0.00023643 



.00555445 



= 5.2i 



.0994045 
.00159071 
.00103262 
.00012470 



+0.00996476 
+0.00362850 
+0.481014 



+0.190176 

+0.1301316 

0.0147348 



+0,00074331 

+0.00509745 

+0.00551945 

+0.00202784 

+0.27186; 

+0.07888- 



■0.00052757 
■0.00116569 
■0.00133876 
■0.00043093 
■0.057300 
-0.0313148 
+0.341554 



+o.i;)ioo;i 



Zweites System /* = 1, ;/ = 7.57 . 



+0.( 



I +0.0831214 
-0.0237752 
+0.0175162 

; +0.0324095 
0.00004716 
-0.00025452 
+0 .00000- 



Drittes System 
+0.0063117 —0. 
■0.139747 l+O. 



+0.494346 
—0.413029 +0. 

0.458062 
+0.00097891 
+0.00521148 
— O.O00IÖ492 



-0.254544 



,533900 

.484098 

.00120111 

.00630574 

.00018770 

es Syst. 



;* = 2, 

+0.0185156 

-0.410526 

+0.538834 

0.919560 



+0.484334 
■0.00043625 
■0.00679477 

■+0.00018543 
m A = 3, 



</ = 17.15. 

i+0.00000408 - 
—0.00001638 - 
1—0.00033370 - 
'■+0.00161224- 
+0. 



+0. 



+0,0113278 j. 
+0.1166629 I- 
.0.0033845 !+0.0( 
= 17.86... 



.00367375 
.00444043 
.1062406 
I3572G 



+0.00000232 

—0.00005544 

+0.00010136 

— O.00014924 

—0.0033001 

+O.O03278I4 

-+0.0673720 



+0.0643776 



-0.597800 



Vünftes System /* = 



I .+0.0593079 
—0.0048745 

■ +0.0016626 
-0.00015888 
-0.00000062 
-0.00000801 

1 +o.a)oooo2i 



—0.167018 



■0.00004461 

+0.00017589 

■0.00000388 



+0.1411840 
0.0148301 
0.O0O13197 
0.00037614 

+0.00001077 



-0.00333806 
-0.0063033 
-0.0077934 
—0.0724343 



= 3.71 . 
+0.00471325 
+0.00356312 
+0.00331573 
+0.00057943 



+0.2( 

-0.00007438 
—0.00149407 
+0.00003799 



■+0.0424133 
+0.0214632 
-0.00107892 
Sechstes System A = 5, */ = 22,42 . . 



+0. 



,00255334 
.00210732 
.00197753 



.0345275 
.0345415 



.0108917 
.00041120 



+0.00063378 
+0.1 17S 
+0.073E 
+0.657E 
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Siebentes System A = 6, y = 2.258 . . . 



-0.316359 |~-O03497n 1— 0.020520fi 

—0.141 8967 1—0.0663951 

I i—ü. 1246750 



—0.00120471 
—0.0036527 
-0.0051820 
-0.0654369 



-0.00143487 
-0.00408443 
-0.00512882 
-0.00295476 
-0.535683 



-0.00065308 

-0. 

-0.00234842 

-0.00135496 

-0243815 

-0.171855 



-H0.0005751 
H-0.00127761 
-0.00005060 
-M).00Ü76!40 
+0.123215 
+0,0627985 
-0.0290838 



Tabelle der Coofficienten der verMchieclenon fi in den Ausdrücken von 

Allgewendete Coiitiolle: Die Summe der in einer Zeile stehenden Cocfficieiiten uuiss gleich der Uiilfic 
des entsprechenden M sein. 





5 


$ 


* 


cT 


^ 


% 


t 








Erstes Syst 


m. 






ä.y. 


+Ü,4Mü^ 


-0,1514,«' 


+0,0366,«" 


+0,0048^"' 


+0,136e^iv 


+0,0062^'' 


+0,0001 ,ccvt 


rfj/i 


-Kl,0605 


+0,5222 


—0,1262 


-0,0107 


-0,3108 


-0,0146 


-0,0004 


(FJ/j 


-M),0421 


+0,3740 


+0,1 !54 


-0,0119 


-0,3172 


-0,0148 


-0,0004 


rfiWj 


+0,0027 


-1-0,0196 


+0,0033 


+0,0104 


-0,0290 


—0,0014 


-1-0,0000 


äM^ 


—0,0037 


—0,0004 


+0,0036 


+0,0004 


+0,0094 


—0,0129 


— 0,0üll 


äM, 


-0,0018 


—0,0008 


+0,0014 


+0,0001 


+0,0114 


—0,0124 


-0,0004 


dM^ 


+0,0004 


-0,0008 


-0,0007 


-0,0001 


-0,0023 


-1-0,0028 


+0,0012 








Zweites Syst 


em. 






<SMl 


-0,2199^ 


-0,4896^' 


+0,0861,«" 


4-0,01 55/" 


+0,4394^<r»- 


-(-0,0203,uv 


+0,0005 ^vr 


SMl 


-0,0339 


+0,3762 


-0,2179 


+3,0085 


+0,3094 


+0,0093 


+0,0002 


SM'^ 


+0,0039 


—0,2501 


-i-0,5Ü76 


-0,0038 


-0,0246 


-0,0011 


-0,0000 


ßMl 


-1-0,0016 


—0,0105 


+0,0285 


+0,0455 


-0,0409 


—0,0017 


-0,0000 


3mI 


-i-0,0016 


+0,0026 


-0,0027 


-0,0005 


-0,0019 


-0,0043 


-0.0007 


smI 


+0,0008 


+0,0015 


-0,0026 


-0,0002 


+0,0076 


-0,0107 


-0,0001 


3mI 


— o,oooa 


-0,0003 


+0,0001 


-K>,OÜ00 


-0,0013 


+0,0012 


+0,0009 








Drittes Syst 


em. 






sm[' 


+0,0253^ 


-0,0528/ 


-0,0381»" 


-0,0032ft"' 


-1-0,0794^'v 


+0,0032,uv 


+0,0001/1 


(JmJ' 


+0,0470 


+1,0569 


-t-0,6681 


+0,0680 


-2,0356 


-0,0825 


-0,0019 


J.lf" 


-0,0866 


-1,3939 


-1,0638 


—0,0979 


+2,8167 


-t-0,1149 


+0,0026 


jm" 


+0,1305 


+2,6672 


+1,9900 


+0,4561 


-4,7524 


-0,1 93i 


-0,0044 


iTÜ/" 


-1-0,000003 


—0,000748 


+0,000712 


-0,000760 


-0,001084 


-i-0,001337 


-0,000286 


sm'^ 


-0,00075 


-0,1746 


-0,0137G 


-0,00310 


+0,03319 


—0,00194 


+0,00037 


<r.i/„" 


+0,00002 


+0,00046 


+0,0Ü034 


+0,00009 


—0,00108 


+0,00006 


+0,00020 
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TOR KOMMEN DEN GLEICHUNGEN SUMERISCH AUFZULÖSEN, 





2 


5 


* 


cf 


* 


1) 


S 








\ 


iertoa System. 






-I.U/' 


—0,0-21 3 /( 


- ü,0M8,u' 


-^0,011'Jl,«" 


-0,0040fi"' 


+0,1697,«'v 


+0,Üü70,i(^ 


+0,0003,«^"' 


w/,'" 


-l-0,0Ü7i> 


+1.9370 


+1,5339 


+0,0952 


-3,3335 


-0,1358 


-0,0031 ■ 


.L¥"' 


— 0,OSS3 


—3,0075 


-1,6504 


-0,1336 


+8,4071 


+0,1385 


+0,0031 


it.1/"' 


-0,0948 


-1,9348 


-1,4454 


+0,3850 


+3,4507 


+0,1404 


+0,0033 


.J.l/i" 


+0,000-23 


-l-0,00i81 


+0,00445 


-0,00011 


-0,0O98G 


+0,00037 


-0,00033 


<f-"s" 


^-0,00108 


+0,03369 


+0,01678 


—0,00104 


-0,03897 


-0,00325 


+0,00024 


•LM's" 


-0,00003 


—0,00071 


-0,00054 . 


+0,00013 


+0.00103 


+0,00009 


+0,00013 








F 


iinftes Syatem. 






Ulli'' 


+o,ooeio^ 


-0,00665,"' 


-0,00334^" 


-0,00013/.'" 


-0,00762 /.iv 


+Ü,0136G,«'^ 


+0,00105«" 


öM" 


—0,00007 


+0,00847 


—0,00381 


—0,00013 


—0,01010 


+0,00914 


+0,00071 


tfjff" 


-0,00008 


-0,00221 


+0,01039 


-0,000 U 


-0,01034 


+0,00777 


+0,00060 


<F.Uf 


-0,00001 


-0,00030 


-0,00033 


+0,00553 


-0,00306 


+0,00077 


+0,00006 


J-l/f" 


-0,00002 


+0,00009 


+0,00009 


+0,00003 


+0,55413 


-0,10874 


—0,00834 


JJ/f 


-0,00007 


+0,00013 


+0,00024 


+0,00008 


-0,23584 


+0,46921 


-0,01436 


iFJ/f" 


4-0,00003 


+0,0004-2 


+0,00090 

8 


+0,00038 
echstea Sys 


— 0,0078G 
tem. 


+0,07332 


-0,16883 


<f.Uo' 


+0,0000586^ 


+0,0000704,«' 


+0,0000797^" 


-0,0000054,«" 


— 0,0001570^i'> 


— 0,0000341 /("*■ 


-0,0000044,«vi 


rf.l/;' 


-0,000038 


-0,001284 


-0,001781 


+0.000085 


+0,002211 


+0,000572 


+0,000063 


dM^' 


-K),0000453 


+0,0019986 


+0,0032785 


-0,0003530 


-0,0037987 


+0,0001901 


-0,0001257 


ÖM^' 


+0,0000317 


+0,0004311 


+0,0020730 


+0,0064524 


-0,0037660 


-0,0014915 


-0,0005046 


Ji/j" 


—0,00000 


—0,00007 


—0,00015 


-0,00007 


+0,01602 


-0,24730 


+0,00569 


JJ/;' 





-0,00004 


-0,00010 


-0,00005 


+0,12280 


+0.32065 


+0,00372 


^,1/; 





+0,000003 


+0,000006 

Si 


+0,000003 
ebeutes Sy 


+0,011406 
tem. 


-0,003022 


-0,016984 


ömJ' 


+0,0004798,« 


-0,0001761,« 


-0,0000940^' 


-0,0000031/*" 


—0,0001 471, »'V 


+0,0000438 /.■>■ 


+0,00014 19, «VI 


ÖM^ 


-0,000044 


+0,001-218 


-0,000143 


-0,000001 


-0,1X10438 


-0,000333 


+0,000419 


j.i/;^ 


-0,000030 


-0,000280 


+0,001662 


+0,000003 


-0,000486 


-0,000535 


+0,000529 


ffj/j'' 


-0,0000031 


-0,0000327 


— 0,0000G11 


+0,0009840 


-0,0003600 


—0,0004441 


+0,0003086 


(tj/" 





-0,0004 


-0,0008 


-0,0003 


+0,1293 


-0,0958 


+0,0561 


öm',' 


-0,00003 


-0,00015 


-0,00037 


-0,00011 


-0.05413 


+0,07293 


+0,03586 


'S-^r 





+0,0001 


+0,0002 


+0,000! 


-0,0015 


+0,0151 


+0,4752 



Zur ControUe der berechneten Werthe der Hülfsgrössen (mj,nij,),, erhält 
man aus (XXVII) vermittelst der Gleichung 
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134 ÜBER EIN LEICHTES VEUFAHREK, DIE IN DER THEORIE DER SÄCULARHTrj RUNGEN 

die Formel 

(XXVIIl) ^M'''''(mt, m,.)„ = 0, 

durch welche je sieben von den Grössen (m^, m/^^,,, welche zu demselben System 
gehören und in derselben Vertical- oder Hoiizontalreihe befindlich sind, mit 
einander verbunden werden. Die Grössen ßf , C/*''* selbst controllirt man 
leicht durch die Formeln 

(XXIX) 

Da, um /IMf.' aus SM^' zu erhalten, von dem Coefticienten C'( ', mit wel- 
chem ,«''■* multipHcirt ist, die Grösse ^M^ abzuziehen ist, so zeigen diese 
Foi-meln, dass in dei' Variation von g^''' die Summe der in die Va/riationen der 
Planetemnassen multiplicirten Coefß-cienten der Grösse g'-'''^ selbst gleich wird, und 
dass die Summe der in die Variationen der Massen multiplicirten Coejjicmiten 
in der Variation der Grosse 3f/*' verschwindet. Die Formeln (XXIX) ergeb^-n 
sich daraus, dass 

^Ci', .■) = [•■■,■;'], ^Mi"'"=i. 

Man hat daher aus (XXV) die Gleichung 

imd aus (XXVI) und (XXVIIl) 

wie zu beweisen ist. A.us der letzten Gleichung sieht man, dass durch die 
zweite der Gleichungen (XXIX) zugleich die Controlle dei' ffU' die Grössen 
, (wii,, mi..% gefundenen Wei-the gegeben wird. 

Zur Controlle der für die Grössen Cf '' berechneten Werthe kann man 
auch noch die Gleichungen 

(XXX) j:j/i"V;/'-** = iiU'''*^ 

(XXXI) ^ji4**'a^''" = 

anwenden, in dei-en letzterer, wenn i = k, für rechter Hand \ gesetzt wei-den 
muss. Substituirt man den für C/'" gegebenen Ausdruck (XXVI), so ergiebt 
sich die erste dieser Gleichungen aus (XXVIIl). Die zweite folgt durch Sub- 
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VORKOMMENDEN GLEICHUNGEN NUMERISCH AUFZULÖSEN. 135 

ötitutioii des für C/'''*' gegebenen Ausdrucks vermittelst der Gleichungen 

(XXXII) j:Mi''^M^f\mt,mi-% ^ 0, 

(XXXIII) ^</'Mt''M,'!'\mt,mf)k = —i^M^^'^^-M^/"'. 

Die erste dieser Formeln ei'giebt sieh daraus, dass, wenn man den Werth 

substituirt, wo Ii! nur die sechs von h vei-schiedenen Werthe annehmen darf, 
sich in der Doppelsumme je zwei durch ^<*' — ^'*'^ und g'-''"' — g'-''' dividirte Terme 
gegenseitig aufheben. Um die Formel (XXXIII) zu beweisen, bemerke ich, 
dass die dortige Summe gleich wird der Doppelsumme 

weiche sich auf die Doppelsumme 

reducirt, wenn man in letzterer die Combination h = h' wieder ausschliesst 
und jede Combination verschiedener Werthe von h und A' nur einmal nimmt. 
Giebt man jedem der Accente h und h' a& Werthe von bis 6, so dass man 
/i und h' auch dieselben Werthe annehmen läest, so muss man für die vor- 
stehende Doppelsumme den folgenden Auedruck setzen: 

welcher sich, wenn k und k' verschieden sind, auf die in der Formel (XXXIII) 
angegebene Grösse 

reducirt. Die vorstehende Gleichung zeigt ausserdem, dass man, -wenn h' = k, 
in (XXXIII) zu dem Alisdrucke rechts die Grösse \ zti addiren hat. 

Man hat noch, wenn h und A", k und k" von einander verschieden sind, 
die Formeln 
(XXXiV) ^|i!//''"'G'''"''+M'*'6f"'*''} = M'"jl//""\ 

(XXXV) ^|A4-' Cf''''+j14"''6f-'"'i = 0. 



Hosted by 



Google 



136 ÜBER EIN LEICHTES VERFAHREN, DIE IN DER THEORIE DER SÄCL'LARSTÖRUNGEN 
Um die erste dieser Formeln zu beweisen, muss man die Gleicliiing 

zu Hülfe nehmen, weiche man durch Substitution von (XXV'II) leicht erhält. 
Xum Beweise der Formel (XXXV) dienen die Gleichungen 

(XXXVII) ^^Wj^W^Wf,„^,^„,_.-,^^_^ j^W)^>j('Oj-„,^..^ ,,^^^y^ _ -^i\//"M^^".^¥//''% 

welche man ähnlich wie (XXXII) und (XXXllI) findet. 

Die Gleichungen (XXIX) ergeben sich auch aus der Betrachtung, dass, 
wenn sich in dem System der Gleichungen (VIII) sämmtiiche Zahlencoefficienten 
in dem gleichen Verhältnisse ändern, die "Wurzeln g sich in demselben Ver- 
hältnisse ändern, die Werthe der Unbekannten Mf^ aber ungeändert bleiben 
werden. Hieraus kann man zufolge der im §. 5 gemachten Bemerkung 
schliesseii, dass. wenn in den Ausdrücken fiir Ag'-''^ und ziM^' die Variationen 
^^^' = -.. = ^"=1 gesetzt werden, sieh z/^*'' in ^'''^ vervcandein und 
AM^^ verschwinden muss, woraus die angeführten Gleichungen von selbst 
folgen. Ebenso ergeben sich die Gleichungen (XXX), (XXXI), (XXXIV). 
(XXXV) a priori daraus, dass 

^ü/f'' = 1. ^iMlf'^' = 1, 

nnd daher die Variationen dieser Summen 

verschwinden müssen. 

10. 
Zur leichteren Vergleichung mit den von Herrn Leverrier gefundenen 
Resultaten sollen noch aus den gefundenen Zahlenwerthen die Coefficienten in 
den Variationen der Verhältnisse der Grössen N abgeleitet werden. Man 
gelangt zu denselben vermittelst der Formel 

Nk ~ Ml: » ,„,{/} |/«M ' 
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A'i fJJK, 
AI I M, 



-f'") 



^ _(,.(.) _p(.))}. 

Führt man aus (XXII) die Werthe der Grössen öM ein, so hebt sich der mit 
Q moltiphcirte Tenn fort. Man kann daher, wenn man, wie hier, bloss 

braucht, in den Werthen (XXVI) der Grössen C ]den achten Term fortlassen. 
Auch bei den Variationen von ~ findet der Satz statt, dass die Stimme der 
Goefficienteii der Variationen der Planetenmasseii verschwindet , welcher eine 
schliessHche Controlle über alle gemachten Rechnungen giebt. Um zu sehen, 
wie weit diese Controlle erfüllt wird, habe ich in der letzten Columne die 
Summe der in jeder Horizontalreihe enthaltenen Coefficienten der ^, /u' etc., 
welche in den absolut strengen Werthen verschwinden soll, in Einheiten der 
letzten Decimalstelle hinzugefügt. 



Zusammenstellung der sieben Systeme der Auflösungen der Gleichungen (V), 

nebst deü Variationen der Werthe der Unbekannten für eine Änderung der 

Planetenmassen in dem Verhältnisse 1:1+^[W. 



B e zeich - 
nimg der 

Unbe- 
kannten. 



Ihr Dumerischer 1 „ iv ■ 

Werth für die Coefncienten der verschiedenen ft in dem Ausdrucke ihrer Variation, 
angenommenen i i i i i i 

Daten. \ ^ \ f^ \ ■"" ."'" ."'^ ■"" f'''' 



.,2988733 
+10y,a9933 

4-I0,3ü0GG8 

+C>,41 647-1 

-0,üläl377.5e 

-0,0106745,14 

+0,0042589.93 



+0,1361 —6,2507 



-0,1635 +2,4341 
-78,8504 —200,8713 



Erstes Sy, 
+0,9768 



■28,2320 
■8,4372 
■4,0906 

-0,0019 +0,0212 +0,0084 
—0.0013 +0.0169 '+0,0066 
+0,0007 1—0,0105 -0,0f)41 



tem. 
+0,0389 

+6,3283 
+0,1210 
-0,0786 
-0,0002 
-0,0003 
-0,0000 



Vit. 



+1,9184 +0,0920 

+287,4875 +13,7627 

+13,7368 +0,6731 

+5,2484 +0,2664 

-0,0075 -0,0186 

—0,0046 —0,0165 

+0,0018 +0,0115 
18 



+0,0022 
+0,3838 

+0,0209 

+0,0092 

—0,0015 
-0,0009 
+0,0004 
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Eeaeich- 
nung der 

Uiibe- 
kauiiteii. 


Ihr numerischer 

Werth fßr die 

angenommenen 

Daten. 


Coefficienteu der v 

^ 'l /^' 


erscliiedene 


ii li in dem Anadrucke ilirei- V 


ariatioii. 








Zweites System. 




9' 


7,5747191 


+0,4451 


+0,3000 


+1,2452 


+0,1565 


+5,1805 


+0,2416 


+0,0058 






-7,8168589 


+2,2Gfi5 


-14,7849 


+7,2402 


+0,5134 


+4,5186 


+0,2409 


+0,0053 


" 




+7,3129033 


-0,6047 


-1,6959 


-6,9033 


-0,0189 


+8,8286 


+0,3747 


+0,0093 


-^ 


m 


+5,8086635 


-0,1654 


-0,8968 


—4,1052 


-0,1 124 


+5,0638 


+0,2107 


+0,0055 


+2 




--0,0036768.09 


+0,0006363 


—0,0000285 


+0,0014652 


-0,0000147 


-0,0002942 


-0,0015458 


-0,0002159 


+24 




-0,0038477,53 


+0,0005197 


-0,0001260 


+0,0011321 


-0,0000661 


+0,0003481 


—0,0017259 


-0,0000821 


-S 




+0,0008227.714 


-0,0001899 


-0,0000260 


-0,0004623 


-0,0000136 


-0,0004926 


+0,0011596+0,0000250 


+^ 






Drittes System. 




y" 


17,1525573 


+0,1917 


+3,6056 


+4,2063 


-0,0189 


+8,7689 


+0,3900 


+0,0091 




Ni' 


-1-0,0561438 


-0,01741 


-0,36213 


-0,26764 


+0,00591 


+0,61579 


+0,02490 


+0,00057 


-I 




-0,4154850 


+0,13647 


+3,31163 


+2,04252 


—0,04525 


—5,22801 


—0,21246 


—0,00486 


+3 




+0,4034470 


-0,14966 


-2,79710 


—2,50683 


+0,02231 


+5,21399 


+0,21236 


+(1,00486 


+3 


N'' 
-Nf 


-0,0000411.09 


+0,0000092 


+0,0001084 


+0,0001571 


-0,0000280 


-0,0003189 


+0,0000196 


—0,0000074 


" 




-0,0002ti8G.:i:i 


4-0,0000306 


+0,0005403 


+0,0003745 


-0,0001810 


-0,0008814 


+0,0001045 


+0,0000125 





Ni' 


+0,0000157. 2oy 






















Viertes System. 




3'" 


17,8G3296e 


+0,0979 


+2,2138 


+3,1417 


+0,2519 


+11,6387 


+0,5076 


+0,0118 




JV„'" 


-0,0245767 


-0,00961 


-0,19241 


-0,14548 


-0,02174 


+0,35440 


+0,01449 


+0,00034 


„1 


N'" 

nI" 


+0,2099933 


+0,08115 


+1,40463 


+1,25978 


+0,19087 


-2,81892 


—0,11484 


-0,00264 


+3 


Ni" 
Ni" 


-0,2315229 


-0,07137 


-1,55987 


-0,95916 


-0,21690 


+2,69524 


+0,10957 


+0,00249 





w 


—0,0000119.17 


+0,0000026 


+0,0000582 


+0,0000588 


-0,0000096 


-0,0001148 


+0,0000089 


-0,0000040 


+1 


Ni" 
Ni" 


-0,0001337.88 


+0,0000153 


+0,0003501 


+0,0002358 


-0,0001418 


—0,0005319 


+0,0000651 


+0,0000074 





N'" 


+0,0000073.1946 
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Beneich- 
iiuag der 


Ihr numerischer 
Werth für die 


Coefficienten der Yerscliiedeneii (.i in dem Ausdiuckü ilirer V 


driation. 




unbe- 
kannten. 


angenommenen 
Daten. 


,« 




,"" 


/'■■ 




/''' 


,»" 












Fünftes S 


ystem. 










!/'"' 


3,7136434 


+0,0001 


+0,0031 


+0,0067 


+0,0021 


+0,6603 


+2,8276 


+0,2137 






— 0,81G652i; 


+0,00440 


+0,88379 


+0,44205 


+0,01638 


+1,04609 


-2,10609 


-0,28651 


^' 




-0,54:WS45 


+0,00357 


+0,10098 


+0,14480 


+0,00548 


+0,54837 


—0,66862 


—0,13456 


+3 




— 0,a3S249U 


+0,00334 


+0,09917 


+0,06898 


+0,00413 


+0,49005 


-0,54178 


-0,12388 


+! 




-0,G201246 


+0,00098 


+0,03120 


+0,03416 


-0,00056 


+0,36689 


-0,30473 


— 0,U793 


-Hl 


.Y,"" 

-V"' 


-J,4L'6;i52:i 


-0,00017 


—0,00304 


-0,00635 


-0,00196 


+0,57698 


—0,32348 


-0,24197 


+ 1 




— 1,1251482 


-0,00015 


-0,00363 


-0,00552 


-0,00170 


+0,64753 


-0,47272 


-0,16480 


+ 1 








S 


echstea System. 










y'' 


22,4273091 





+0,0013 


+0,0028 


+0,0011 


+17,5264 


+4,5608 


+0,3351 




■"^o^ 
N^ 


-0,0568966.3 


-0,0031 


-0,0709 


-0,0803 


+0,0054 


+0,1181 


+0,0359 


+0,0037 


— 1 


y^ 


+0,2141503.5 


+0,0239 


+0,5891 


+1,1142 


—0,0535 


-1,2411 


-0,3954 


-0,0370 


+3 


Nj 


-!,3«3-225 


-0,0346 


+0,2553 


-1,7815 


+0,1916 


+1,1733 


+0,1326 


+0,0531 


-2 




— 8.G00174Ü 


-0,0293 


-0,5661 


-3,7830 


—0,0543 


—0,6597 


+3,5131 ■ 


+0,5795 


+2 




-H8,8-2ä5U3 


+0,0002 


+0,0025 


+0,0058 


+0,0026 


-3,2775 


+3,2773 


—0,0111 


—3 




-27,373541 


+0,0004 


-0,0035 , 

s 


-0,0056 
ebentes 


-0,0025 
■ ystem. 


-21,9435 


+22,3477 


-0,3939 


+1 


S^^ 


2,2534168 





+0,0001 


+0,0004 


+0,0001 


+0,9462 


+1,3695 


-0,0569 






+0,0137320,0 


—0,00030 


-0,00493 


-0,00263 


-0,00006 


-0,00410 


+0,00099 


+0,01104 


+1 


§ 


+0,0151102.33 


-0,00048 


-0,00173 


-0,00157 


-0,00001 


—0,00468 


-0,00389 


+0,01237 


+1 




+0,0164237.13 


-0,00039 


—0,00368 


-0,00057 


+0,00002 


-0,00462 


-0,00536 


+0,01350 







+0,0331931.31 


-0,00005 


-0,00077 


-0,00145 


-0,00002 


-0,00609 


-0,01081 


+0,01920 


+t 




+0,0603080.14 


—0,00001 


—0,00013 


-0,00029 


—0,00009 


—0,01590 


-0,03378 


+0,05031 


+i 


y^ 


+0,0581604.31 


-0,00001 


-0,00009 


-0,00021 


-0,00007 


-0,02911 


-0,01972 
18* 


+0,04923 


+2 
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140 CßEil EIN LEICHTES VERFAHREN, DIE IN DER THEORIE DER SÄCULARSTÖ RUNGEN 

HeiT Leverrier ist auch bei Berechnuiio; der Variationen J-J-. so- 
wie bei Berechnung der Grössen —- selbst, so verfahren, dass er das voll- 
ständige System von sieben Gleichungen in zwei Systeme von vier und drei 
Gleichungen zerlegt, jedes mit eben so vielen Unbekannten, und bei Berech- 
nung der Variationen der Unbekannten des ersten Systems die Variationen 
der drei Unbekannten des zweiten und bei Berechnung der Variationen der 
Unbekannten des zweiten Systems die Variationen der vier Unbekannten des 
ersten Systems vernachlässigt und keine weiteren Correctionen für diese Ver- 
nachlässigungen anbringt. Er variirt nämlich die Coefficienten der für die 
Wurzeln g von ihm gebildeten biquadratischen und cubischen Gleichung und 
berechnet daraus die Variationen Jg und dann mit diesen durch die sti'enge 
Auflösung eines Systems von respective vier und drei linearen Gleichungen die 
Variationen z/ ' , Zur Controlle l)rancht auch Herr Leverrier den Satz. 

dass in jeder Variation ■^ jr die Summe der in die sieben fi multiplicirten 
Grössen verechwinden muss. Aber diese Controlle ist bei ihm nicht, wie bei 
unseren strengen Formeln , entscheidend , da sie nach dem von ihm befolgten 
Gange der Rechnung eintreffen muss, wie bedeutend auch der durch den Ein- 
fluss der von ihm vernachlässigten Glieder verursachte Fehler sein möge. In 
der That finden zwischen den Zahlencoefficienten der vorstehenden und der 

von Herrn Leverrier gefundenen Ausdrücke der ^-;ri- nicht unbedeutende 

N, 
Übereinstimmung zeigen. 

Zur Vergleichiing der Genauigkeit der beiderlei Resultate sind die in /u" 
multiplicirten Variationen von -—, -^ etc. in die Gleichungen substituh-t 
worden, welche sich aus (IH) znr Bestimmung dieser Variationen ergeben*). 



*) Ich habe diis tiritte System gettklilt, iveil in du» Variafiuneii düBsellien ilie AbweiohiingBi! be- 
sonders erheblich sind; so werden m dem Ausdrucke von '^ jA- ^'^ Coefficieuten der verschiedenen fi bei 
Leverrier niid nach den hier geführten Rechnungen: 

—0,16284. —3,06732, —2,71193, — 0,0208&, 5,73836, 0,21778, 0,00690, 
— 0,U95G, —3,79710, — 2,.j068;i, +0,02231, 5,21399, 0,21236, 0,00486. 
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VORKOMMENDEN GLEICHUNGEN NUMERISCH AUFÄULUSEN. 
Setzt man nämlich wieder 

ft!) = o, fto)+fti)+'-- + (.;6) = Ri], 

so folgt aus den Gleichungen (ITI) 






ii,oi S- 4-Cf/'-[i,i])"! 



und hieraus, wenn man die Planetenmassen variirt, 

+&"-[o, o])z)^+[5r^-^I +■ •■ +l5Z1J'<^ 



A5 


rl^y - 


-(". IJ.» 


(0, b 


JM'M 






E 


]5]^,. + lEl 


if""- 


■ + [ 


laf.^ 


'■ 


E 


3-1 


,'+(»"- 


-[1,1])^5 


-!-■ 


■ •-t-Lky 






rM»"- 


-(1,0)/.- 


-(l,2)p"- 


•■•- 


-(1,C>"| 


= 0, 



Diese Gleichungen müssen füi' die in jedes einzelne ,/t multiplicirten Teiuue be- 
sonders erfüllt werden. Bezeichnet man z. B. die Coeffieienten von /*" in A(j" 

m' 

7 Gleichungen 

-m 

1 IV," 



genügen, von denen die dritte für die beiden ersten Tenne bloss den einen -^j, y 
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142 ÜBER EiX LEICHTES VERFAHREN, DIE IN DER THEORIE DER SÄCULARSTÖRUNGEN 

enthalten wird. Wenn man in diese Gleichungen für die Grössen y und v^ die 
von Herrn Leverrier und die nach der hier geführten Rechnung gefundenen 
Zahlenwerthe substituirt, so werden die Grössen linker Hand, welche in den 
verecliiedenen Gleichungen verschwinden sollen, 
bei Leverrier: 

—0,211, -^0,195. —0,064, —0,237, +0,001, +0,001, 0; 
hier : 

+ 0,0002, +0,0003, +0,0003, +0,0002, —0,0001, +0,0001, 0. 
Man sieht hieraus, mit wie viel grösserer Schärfe die durch Anwendung der 
strengen Formeln gefundenen Resultate den Gleichungen, durch welche die 
Correctionen bestimmt werden. Genüge leisten. 



Aus den Variationen der Verhältnisse der zu demselben System ge- 
liörigen N berechnet Herr Leverrier für jedes System die Variation einer 
dieser Grössen selbst, was, um die übrigen zu finden, ausreicht, und ausser- 
dem die Variationen der sieben Winkel ß (§. 5). Man erhält aber einen mehr 
symmetrischen Gang der Rechnung, wenn man, ohne die Variationen der Ver- 
hältnisse der Grössen N einzuführen, deren Berechnung hier nur der Ver- 
gleichung der beiderlei Resultate halber angestellt worden ist, die Variationen 
der Grössen N und der Winkel ß unmittelbar aus den Variationen der Grössen 
M ableitet, was auf folgende Weise geschieht. 

Die Formeln (VI) und die am Ende des §. 5 gefundenen Formeln 

'' ■^ ' " iQj3 = ^, .fi:cos^ = J? 



ergeben 
(XXXVIII) 



(XXX] X) 



Vmwy^) 



BAA~ÄAB 



AAA^BAB 



4M Ar [AK SM, ,A 



WD ich wieder 



Km<0 y'd'l 



JÜXti» 
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VOKKOMMENDEN GLEICHUNGEN NUMERISCH AUFZULÖSEN. 143 

eingeführt habe, weil die Werthe dieser Grössen in der oben am Schluss von 
§. 8 aufgestellten Tabelle gegeben worden sind. Aus den Formeln (§. 5) 

^<" = SJ/i'' + H'M^'^ -t , 

S« = L Mf" ■+- L ' MP H 

folgen, da 

die Gleichlingen 

z(/l''' = ihm!" + H'SMi" ^ , 

AB'-" = L}Mi" + L'äM!"^ 

Setzt man daliei- 

1UJ">-AL"' „ AU"'+BL"' 
KT = *- W = ^" 

B'H"'~Ä'L"' ,,, Ä'H"' + B'L''> „, 
7fi = A, ;p = li., 

so wird zufolge (XXXVIIl) 

Aß = Da äiU + A i>-»4 H H A ili*, 

Aß' = Di dm, + Dl SMI H H A' JJI«, 

-J- = l<\St>k+ FiJMH h F,!IM„ 

^§!- = FSlMi+ Fl SMI -\ H Fl,,1Mi, 



Nennt imm e'^^ und <u'^'' die Ant'angswei'the von e'" und m''' und setzt 



so hat mau 



E"' r, £*' n 

A = i^ sin(»J' - /J), F. = i- cos(i.i" - /)), 

D\ = -^T »in(«!'' - |S'). -fi = 7fr üOsCrai'' -ß'), 



Nach Berechnung der Grössen -^- findet man durch die obige Formel (XXXIX) 
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144 Ober eis leichtes verfahren, die in der Theorie der sÄcüLARSTößUNGEN etc. 
die Variationen .dNf, wenn man nocli die Grössen 

ans den für die Grössen äM^ gefundenen Ausdrücken bestimmt. 

Da in dem Äusdracke von dMi die Coefficienten der einzelnen ,u ciie 
Summe ^M^ haben, so erhält diese Summe in y,^. den Werth -^ und ver- 
schwindet in den AusdrOcken von Jß und JN^, was man auch leicht 
a priori beweist. 

Berlin, den 9. August 1845. 
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VERSUCH EINER BERECHNUNG DER GROSSEN UNGLEICHHEIT DES 
SATURNS NACH EINER STRENGEN ENTWICKELUNG. 



Schumacher Astronomische Nachrichten, Bd. 28 No. (153 — 654 p. 65 — 94. 



Ich lege die von Bouvard i'ür den I. Januar 1800 berechneten Elemente 
zu Grunde und bezeichne mit 



die halbe grosse Axe, die Excentricität, die excentnschc Anomalie, die mittlere 
Anomalie und die Masse des Saturn. Die gleichen Grössen t'iir Jupiter unter- 
scheide ich durch einen Index. 

Die grosse Ungleichheit entsteht hauptsächlich aus dem Ausdrucke 






wenn q die gegenseitige Entfernung von Jupiter und Saturn bedeutet, Ist // 
der Coefficient von 

cos(2/(' — 5/( -\-a) 

in der Entwickeluna von — nach den mittleren Anomalien beider Planeten, so 
wird der aus jenem Doppelintegrale entspnngende Theil der grossen Ungleichheit 



TV o • r-] 11 = 2598108" Ji; 

der "Werth von H ist ungeßlhr 0,00 1 ; wenn es daher bei einer so langen 
Periode auf 0", 06 nicht ankommt, so reicht es hin, log// auf /mi/ Stellen genau 
vu. 19 
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14G VEIISUCH EINER BERECUMUNG DER GROSSEN UNÜLEICHÜEIT 

ZU haben. Ich will die Mittel angeben, wie man hierzu, oder zu jeder anderen 
behebigen Genauigkeit, auf dem Wege einer strengen Entwickelung gelangen kann. 
Der Ausdruck von ^p, nach den exeentrischen Anomalien geordnet, ist 
ei,' = 118,17751 — 99,10906cüs(£ — e'-Hi)) 

+ 10,339059 cos(e + ß) — 5,634681 cosfe' + Ö') 
+ 0,1434397 cos2e + 0,0313942 cos2*' + 0,08134.3 cos(£ -ht' + 6'}, 
wo 

D = 78"0'17",95, 

B = 153" 9' 41",62 , B' = 75" 5' 23", 57 , 

C = 124<'32'12",44. 

Die Logarithmen der Coefiicienten sind der Reihe nach 

2,0725348.4, 1,9961133.9, 

1,0144806.4, 0,7508693.8, 

9,1566694, 8,4968496, 8,4961412.7. 

Die gegenseitige Neigung beider Bahnen ist bei der Berechnung gleich 

1" 15' 12", 46 
angenommen, welches 0',' 14 von der von Hansen aus denselben Elementen 
berechneten abweicht. 

Ich theile den gegebenen Ausdruck von pp in zwei Theile, wobei ich 
den in cos(e' + S') multiplicirten Tenn nicht ganz dem ersten Theile überlasse, 
sondern von diesem Terme sowohl durch Veränderung des Coefficienten, als 
des Winkels B' kleine Theile ablöse, welche in Bezug auf Excentricitäten und 
Neigung von der dritten Ordnung sind. Ich setze nämlich 

ß = ß' + 4' 0",]0 = 75" 9' 23",67 , 
wodurch 

1) = B — B, 
ferner 

5,634681 QOs(e' + ß') = 5,634679 <m(>-' + ß) -t- 0,0065587 siii(fi' + ß}. 
Hiernach setze icli 

wo 

Qa = 118,17751 — 99.10906 cos(e — e'-\-B—B) 

-+- 10,339059 cos(£ -I- ß) — 5,639466 coh(*' + ß), 
e^ = 0,1434397 cos2«-t-0,0313942cos2£' 

+ 0,031343 c()s(e -H e' -i- 6') + 0,004787 com(£' -H ß) — 0,0065587 sm(£' -H ß). 
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DES WATf:KNS NACH KINKR STRENGEN KNTWICKELÜNG. 147 

Der ZU entwickelnde Ausdruck wird daini 

Für die übrigen Störungen wird der zweite Teriii 

"'Vi 

nur wenig in Betracht kommen, zu der grossen Ungleichheit aber trägt er 
noch bedeutend bei. Tch werde der Reihe nach diese beiden Terme mitersnchen. 



I. Tlieil der grosNcii ITngloiclihoit. wolclusr von — _ herrührt. 

Setzt man 

!og« = 0,9791630.3, 

iuga' = 0,7159203.6, 
log^ = 9,7342876.1, 
so wird 

Q^ = «« + a'(x' + z/z(— 2«ß'cüs(s — f' + ß — ß) 
(1) -t- 2J\ a cos(e + ö) - «' cos(£' + B) \ 

wenn 

,.= cos{e +«) + !/— isin(e -f-B), 

r' = r.os(e' -\-ß) + y~~ism(e' -i-B). 
Der Coeffieient von co8(e'-{-i^) war deshalb abgeändert worden, damit die 
Gleichung (1) angesetzt werden konnte; aber sollte dieses Nutzen bringen, so 
musste diese Änderung nur klein sein, um sich mit dem zweiten Theile von 
^p vereinigen 'ZU können. Die Grössen 

tt, a', A, B, B 
sind annähernd die halben grossen Axen des Saturn und Jupiter, die Distanz 
der Mittelpunkte ihrer Bahnen und die Winkel, welche die Apsidenlinie des 
Saturn und Jupiter mit der diese Mittelpunkte verbindenden Linie bilden. Der 
Unterschied der Grössen «, «', ... von den genannten ist nur von der zweiten.. 
Ordnung. 

19* 
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148 -VERSUCH KINER BERKClTNL'Xfi DEIi. GROSSEN UNGLElCIIHEiT 

Wenn s, v, e die excentrische Anomalie, die wahre Anomalie und die 
Excentricität eines Planeten bedeuten , so hat man , wenn c die Basis der 
natürlichen Logarithmen ist, 

l-/crf->' ' 1 + /»'!'-.' 



Ich will durch ähnhche Substitutionen die Winkel s-i-B, t'-\-B trans- 
formiren. Man setze 



t1« 


~'-ß 


1 — 


ßc-i-' 


cd+iW- 


-' + !> 


l+/ic<^^l'-' ' 


cf'l' 


-'-?' 


1 — 


ß'c--1-' 



oder 

i + iS'»'"""-' 

"Wären also resp. s-\-B, e' + ß die wahren Anomalien und wären ß und 
ß' die Tangenten der halben Exeentricitätswinkel, so würden »j, ri die excen- 
trischen Anomalien sein. Die Grössen ß, ß' bestimme ich so, dass man erhält 

(i) o — «'»■-•'+»-•'1'^ + ^«"+'»'^ = A - A' c^i -r)1-i 

Setzt man 



so linde ich 


ß 
ß' 


sin^(Ä — A') 


^1 
A' 


cohAgosA' 




, COSÄCOSÄ' 




° i)os'l(4 + 4') 



Ich bemerke noch die Relationen, die sich aus diesen Formeln ergeben. 
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DKS SATURNS NACH EINER STRENGEN ENTWICKELUKG. 149 

^' - ti/.tgÄ^' '^- - ti/ap^' p^-^ ^ - - — ^ — ' 

welche dazu dienen können, die Gleichung (2) zu beweisen. Aendert man in 
(2) das Zeichen von V— 1 und mnltiplicirt beide (lleichungen , so erhält man 
zufolge (1) 

AA — 2AÄ' i;os(^ — rj')-\-A'A' 

und daher 

_ a (l — 2ßGOsri-\-ßß)'^(l—2ß'c oäri' ~i-ß' ß')i 






U " ^ ^ w.,., ., , , ^^ j 



An dieser Gleichung können, indem man für s-hB, s'-hS beliebige Werthe 
annimmt, sämmtliche gemachte Rechnungen controllirt werden. 
Es sei 




wenn man für i alle ganzen Zahlen von — oo bis -4- oo setzt und bemerkt, dass 

P-, = Pi. 
Es sei ferner 

c"'^-'{-i.-2ßcoH7i+ßß\-^ = 2(l—ßß)bUc^'^"'^"^"^'^~', 
./'i'y-'ll ^2ß'cosr/ A- ß'ß'f'^ = 2(1 - ß'ß')bi.c^'+'"'^"'+'^^'^-'' , 
wo für m und in' ebenfalls alle ganzen Zahlen von — oo bis A- oo- zu setzen 
sind. Man hat demnach 

(4) ~ = i^^p,ä;,.4j,io+->i>+»>-i-+")("«iv:-i. 

Entwickelt man cosne, smne nach den Vielfachen der mittleren Ano- 
malie, so werden die Coefficienten von cosA/i, smXfi 

_l GosnEcosXfidii, —j Sinns amlßdß, 

oder durch partielle Integration 
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loO VKRSIJCH EINER RERKCHSUSG DER GROSSEN UNGLEICHHEIT 

--_ I mins sin Ifi '.! F.. _'_, ( cosjjs cos^./( f'f . 

X n .'•• A TT ./ r> 

Es ist aber 

sin?i£siii/l// = siiiMf sin(,l£— ^ Aesine) 

:= ^eos\(X— n)E — Aesine} — ^(!os{(A -\-n)s~ ).es.\\\e\. 
C0SH6 cos:i/,[ = amne GQf.{ls — Aesine) 

= ^cosj(A — ™)e — ^csiiicj + icos|(A + 5i)*~" Acsinej- 
Setzt man daher mit Bessel 

so werden in der Entwickelung von cosn*, smns die Coet'ficieiiten von cosXjU, 
sin^/^. 

~ (Itr" - Tt-^") , j (it" -i- li^") . 
Man hat demnach 

In dieser Formel sind aber flir i. nur die positiven Werthe zu setzen. 
Bemerkt man die Gleichungen 

ir = (- iji;, TU = (- lyy^, ?:^ - A^ 

so hat man, wenn man für X die ganzen Zahlen von — oo bis -+■ oo setzt, 

oder, wenn man n-H^ für X schreibt, 

(5) .-l'^' - ^^^-/U.«'*'"""'- 

Wenn » + Ä = 0, so muss der entsprechende Term besonders bestimmt werden; 
wir haben aber diesen Fall hier nicht zu betrachten. 
Aus der vorstehenden Formel ergiebt sich 

und eben so 
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DKS SATURSS NACH EINER STIIKNCEN EXTWICKELUMG. 151 

Für die grosse Ungieicliheit hat man nur diejenigen Terme zu betrachten, 
welchen ffleichzeitig 



oder 

i-\-'tn-\-l = —5, i-\-'ni! -\-l' = —2. 
Man kann statt dessen nur den einen dieser Fälle betrachten und erhält dann 
den anderen durch die Veränderung des Zeichens von y — 1, Es reicht also 
hin, den einen dieser Fälle zu betrachten nnfl den reellen Theil der aus ihm 
hervorgehenden imaginären Grösse zu verdoppeln. 
Setzt mau 

X = 5_i_m, V = i — i—m', 
und substituirt man die vorstehenden Formeln in (4), so erhält man 



C6) 


aa lU 


Man setze 






(i + ,„ ) /;;-'- CO, (,: + „)B= e._,-,. 




(i + m')lir'-'o<,B(i + ^')B = GU-., 




(i + m ) /i"'- sin l,i + m)B = H, _,^., 




(i + «.■) gr'-- sin (»■ + m') fi = nU-., 


ferner iür 


ein gegebenes i 




^G,w_,„ K, = Fi cos/;-, 




2-B,-,-,. s;. = F, «iE/v, 




SO',-,^„,bi. = F/cos/,', 




2HL,-,, S;;. = Fl sin/;'. 


wo die beiden ersten Summen sich auf alle Werthe von 


auf alle "Werthe von m' erstrecken, so erhält man 



die letzten beiden 



^ bai ''' ^'' -''■' "s 1 6/1 - 2 / + /, - /;' I . 
Setzt niiin dalier endliell 



^P,F,F,'i 

:s P, Fl f; , 



!(/;-/;-) = 



-ff, 
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153 VERßUCd ELNER BERECHNUNG DER GROSSEN ÜNGLEICHllEiT 

so wird der in Rede stehende Term 

--—^--Kcm(2u' — 5/()+ - — -. L sin(2w' — bu). 
baa '^ ' ■" oaa 

Es sind jetzt die Wei-the von i, m, m' zu untersuchen, för welche die 
davon abhängigen Terme eine merkliche Grösse erhalten, und sodann sind die 
zur Berechnung der Transcendenten 

l'i, bl, C 
dienenden Vorschriften mitzuth eilen. 

Um eine Uebersicht über die Grösse der hier vorkommenden vielen Terme 
zLi haben, will ich annehmen, dass, wenn m eine positive Zahl ist, die Grössen. 

4,„, 5i™, ht"', ht" 
von der m"*" Ordnung sind, weil sie resp. die Factoren ß'"', ß'"', 1-^ j , e'"" haben. 
Es wird demnach der allgemeine Term in (6) von der Ordnung 

W + (5-.--m) + (m')+(2-i-'»'). 
wenn man durch das Einschliessen in Klammem andeutet, dass immer der ab- 
solute positive Werth zu nehmen ist. 

Es sei p eine positive Zahl, so kann 

(m) + (|,-m) 
niemals kleiner als j) werden und von p an nur immer um eine gerade Zahl 
wachsen. Denn so lange p — m um m kleiner wird als p, tilgt der Term (m) 
wieder eben so viel hinzu. Es ist daher (m) + (p — m) genau gleich p, so 
lange in die Werthe 

0, 1, 2, . . ., p 
annimmt. Wird m ':> p, also 

m = p + q^ 
WO q positiv, so wir(i 

(«0 + (/' - »0 = (»0 + (m - p) = p + 2q. 
Wird Jii negativ 

so wird ebenfalls 
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DES SATURN.S NAC}( EINER STREMGEN ENTWICKEEIINTt. 153 

Es wird also, wenn p eine positive Zahl ist, flie Grösse 

Cm) + (p-».) 
den Werth p annehmen, wenn 

m = Ü, 1, 2. . . ., p 
ist, und es wird dieselbe Grösse immer um 2 wachsen, wenn m von an um 
1 abnimmt, oder von p an um 1 wächst. Schreibt man — in statt m, so kann 
man auch sagen, dass die Grösse 

den Werth p annimmt, wenn 

ist, und immer um 2 wächst, wenn m von — p an um 1 abnimmt, oder von 
an um 1 wächst. Nach dem Vorhergehenden ist, m und p mag positiv odei' 
negativ sein, immer (^p) der kleinste Werth, welchen die Grösse 

(m) + (;>±«.) 
erhalten karni. 

Es sei N der kleinste Werth, den für ein gegebenes t die Grösse 
(m) + (5^i-m) + (m') + (2 -*-«•■) 
annehmen kann, so wird, wenn 

!=1, 0, —1, —2, . . ., resp. N^b, 7, 9, 11, ...; 
wenn 

i = 2, 3, 4, ö, immer N=%\ 

wenn 

» = 6, 7, 8, 9, ..., tosp. N=!}, 7, 9, 11, ... 
Will man daher die Grössen bis zur fünften Ordnung vollständig haben, 
so nimmt i die Werthe 

i = 1, 2, 3, 4. 6, 6 
an, und es werden m und m' in diesen 6 Fällen 

0, 1; 

— 1, 0, 1 ; 

— 2, —1, 0, 1 ; 
~3, —2, —1, 0, 1 ; 
—4, —.3, —2, -1, 0, 1 i 

— 4, —3, —2. —1, 0. 
20 



i = l 


~= 0,1,2,3,4; 


.' = 2 


m = -l, 0, 1, 2, 3, 4; 


.■ = 3 


wj = — 1, ü, 1, 2, 3; 


i=.4 


>» = -l, 0, 1, 2; 


t = 5 


m = -l, 0, 1; 


i = 6 


m = — 1, 0; 
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VERSt'OEI EINER, BERECHNDNG DER GROSSEN UNGLEIOHREiT 



Diese Combinationen geben ausser den Teiinen der fünften Ordnung noch den 
grössten Theil der Terme der siebenten Ordnung. Wollte man die Tenne bis 
zur siebenten Ordnung vollständig haben, so hätte man nur die Zahlenwertbe 
von m und m' vorn nnd hinten noch um 1 zu vermehren und die Combina- 
tionen 



= 0; 



I, 2, 3, 4, 



■ 0, 1, 2, 

= — 5, — 4, — 3, 



- 1, 



hinzuzufügen. Aber bei der ausserordentlich schnellen Abnahme der Terme 
höherer Ordnung würde kaum die eine oder die andere dieser Combinationen 
Terme von merklicher Grösse mehr geben, wie man durch den blossen Anblick 
erkennt, wenn man die Zahlengrössen vor Augen hat. 

Man sieht aus dem Schema der Werthe von i, m, m', dass die Zahlen 
i+?H und i'+m' nur die Werthe 

1, 2, 3, 4, 5, 6 

annehmen. Diesem entsprechend wird 



2 — j — 1»' = ], 0, —1, —2, —3, —4. 
Man hat daher die Grössen zu berechnen 



/.', cos ß = G, , 
2/5', cos 2B = G, , 
37j', cosSB = G, , 
4/s;cos4fi = G, , 
5is* eosöB = Gl , 

- 6/s', cos GB = G_, , 

/ioosB = Gi , 
27,°,cos2£ = Gi , 

- Sil- cmS JS = GL,, 
4/j',eos4B = G'_,, 

-5/2'.cos5ß = GL;i, 
6 7,', cos 6« = GL,, 



II sin B = n> . 
2/isiii2B = H, 
3 ll sin 3 « = H, , 
4Z,.'sin4S = H, , 
bU\swbB = M^ , 
.-6/,'. sin6« = i/_,, 

ll sin B = J?; , 
2/tsin2^ = Hi , 

— 3/,',8in3B = HL„ 
ill.t,miB = HU, 

— 5?isinBii = HL,, 
ülLamSB = HL,. 
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Dann wird 










Gi bl -+- G, 


b', + 0; bl + G, 


b',+ G„ b\ 




= F, cos f, , 


-H46; +ft 


i] + M, b', + H, 


bl + H, b\ 




= i'isin/i, 


a, jL, + G, 


(i + G, b\+Gt 


bl +G, b\ + G-i bl 


= F.cmf,, 


H,bU + H, 


bl + H, (t + M, 


bl+H. e,+ 


■ II-, bl 


= F,,mf,, 


G,bU + G, 


bl+G, Sf+G. 


(i + G-,b\ 




= -f.cosA, 


H,bU + Ih 


bl + n, b\ + H. 


A+H_,bi 




= F. sin /, , 


ft6i, + G. 


bl+0, b\ + G- 


,*', 




= F, cos f4 , 


H^bU + H^ 


bl + H, b\ + U- 


,4ä 




= F, sin fi , 


G, b^-i + Go 


b', + G_, b\ 






= Fi cos f, , 


H,bt,+a. 


bl + a-, 6; 






= -F.sinft, 


e,sL, + G_, 


X 






= -ficosA, 


Ä,6'l, + -H-, 


b% 






= F,smf.; 


ferner 










0[bS +o'o bt 








= Flemfl, 


Hl hg +m bi 








= F! amf!. 


Glb'li+Gi bi 


' +GL,4i' 






= Fim,fl 


Uib'l, + HS bS 


' +HUbf 






-«sin ff, 


Gii'l,+ Gi v: 


\ + GL, SJ' + GL 


,bf 




= «008/.', 


HiVl, + m bL 


't+HLX +HL 


!«' 




= Fi tin fl. 


Olb'l, + Gi «. 


j+GUbi + G'- 


!«' +GL,Ji< 




= F; cos fi, 


Hlb±, + H,! bt, + nUVlt + EL 


,61' +HUb\' 




= F!«nr„ 


G[bi, + Gi, bt 


'-, + GL,b'i,+ OL 


,b'Ä+G--,bf 


+ GL 


,5f = Fs'cos/i', 


Elbti + m bi 


•, + HUtt, + HL 


,bt, + HUbg 


+ HL 


4 Sf = Fi sin /,', 


Gibii + GU bi, + OU bi, + 0'- 


,4*1+ GL, SS" 




= FV cos fi, 


Bjbit + m, bi 


"•-t + Hithtt+Hl 


,b'l,+Hl,!>{ 




= Fi sin ff. 



Hat man alle diese Grössen berechnet*), so wird 



•) was von der Mitte aus nach beiden Enden geschieht, indem man die na«li deutlichen Ge 
seinen fortschreitenden Terme so lange hiiizusetzf, als sie noch Einüuss auf die letzte Ziffer haben, die mai 
richtig haben will. 
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Pii^i7=;'co«(/i-//)H i-P^F^Fi cos (f,~U) ^ K, 

PiF,F{ sin ifi — fO-\ l-AFJ'V sin (/«-/'«') = L 

und 

, Ä" cos (2m' — 5«) + p- — rLsinfSw' — 5u) 

der gesuchte Term. Es ist nun zxi zeigen, wie die Grössen 

auf eine leichte Art berechnet werden können. 

Berechnung üer Gi'össeu i' . 

Es sei -^ ^ p, so hat man 
A ^' 

^„L^_ . , = p^ + 2P, cos (^ - V) + 2P, cos 2(1? - V) + ■ ■ ■■ 

Die Grössen P hat man bis zu Pg zu berechnen ; aber für die anderen Störun<fen 
muss man sie, wenn auch nicht mit gleicher Genauigkeit, bis P^ kennen. 

Zwischen je drei auf einander folgenden Grössen P hat man die Gleichung 

= (2i — l)P.-i — 2i --i£^ P, + (2^■ -I- 1)P+, . 

Man setze 

_ 1.3.5...( 2^-1)^ p Y 

2.4.6.. .2* \l-hppj ^" 



(1) 
■ wird 



so hat man 

(2) 
Mjin hat 



= 0. , - -I- -2Üff a>. 

«, " 2i(2i + 2) ä+yp)' 



__ ( 1 +» >• f. 1^ IP _ P.3»_ _ /-_, 

(!-??)'( ^.(äi + Z) 1-^y^ 2.4.(2'i + 2)(2i + 4yll- 



1 i rf _ 



«,. 
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oder näherungsweise 

^'» - T^fp V ^ "' 1 -pp] 
Fiir Lnisei'en Fall ist ungefähr 

pp = 0.3, 
man begeht also einen Fehler kleiner als j-^^y wenn man setzt 

i^. = -,-^ - 

Dieser Fehler wird für jedes vorhergehende li, welches man durch die Formel 



berechnet, im Verhältniss von kf, welches ungefähr 0,18 ist, verringert. Man 
bekommt daher für unsere Bedürfnisse mit vollkommener Genauigkeit 

fi,„ = .--— , R, = i~i^-, Ks = i--i^, ■ ■ ■, -Ri = 1-1'-- 

1-+-PP /Cm lia -«a 

Um die Logarithmen von ^^ zu finden, hat man nur die geraden Stellen 
in dei' Reihe der zweiten Differenzen der gewöhnlichen Logarithmen der natür- 
lichen Zahlen zu nehmen und zu log ^, -^" — r^^ zu addiren. 

& (1 -\-ppy 

Es wird ferner das arithmetisch-geometrische Mittel von 1 und Vi — pp 
zu berechnen sein, welches der Grösse -yj- gleich ist. 
Hiernach findet man 

Ji,' ■ ■ ■' ^' R, 

Um die Rechmmg zu prüfen, kann man den Werth von ö,, auch durch die 

Keihe 

O — (1+l^Zfi __ 1 PP 1 ■l^(_PP_Y^ 2^ ( PP Vi \ 

^' (l-pp)ir 2Sl—pp~^ 2S.U U — pp) 28.64.12 U—p;^; "" j 

berechnen. Die Grössen F^ endlieh findet man durch die Gleichung (1). 
Für die Grössen 

^ 9 ^ .;. L^3.^.(2/---I) . l.:^ . ..C2^- l) 
' 2 . 2 ... 2 ' 2 . 4 . . . 2i ' 

*) In dieser Foimel liegt der Onmd der vortbeil haften Anwendung des KetteLlinichs. 
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welche häufig vorkommen, kann man sich eine kleine Tabelle bis i = 10 bilden 
(wozu Degen's Tabularum Enneas etc. benutzt werden kann), um durch Addition 
der Logarithmen keine Ungenauigkeit zu erzeugen. 

Berechnung und Eigenschaften der Grössen h'^, b'm-. 
Die Grössen 6,^ werden durch die Gleichung 

definirt, in der das .2-Zeiehen sich bloss auf m bezieht. 
Es ist aber, wenn man wieder setzt 



(1 —' ißtiOsri-^ - ßß)^ _____ 1 _ )'i 



und daher 



oder 






f2i (r±ni<«:^'_ _ . , 



Der Ausdruck (1) bleibt ungeändert, wenn man gleichzeitig r ', — i für r, i 
setzt. Man hat daher 

also 

(3) >i. = ia.. 

Man sieht leicht, dass bi, eine gerade oder ungerade Function von ß ist, 
je nachdem m gerade oder ungerade ist; wenn man also — ß für ß setzt, geht 
bi, über in ( — 1)'" 6^,- D'^ Relation zwischen den "Winkeln e + £, jj und der 
Grösse ß ist so beschaffen, dass man die Winkel vertauschen kann, wenn man 

gleichzeitig — ß für ß schreibt. 
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Man hat daher gleichzeitig 

Die Grösse 6", kann man durch das Integral definiren 



^^-^X 



yH-2,3cos(£-i'ß} + |3/i 
de dri 



daher 



"|/l + 2^ cos(£ 4- B) + jSjS yi — 2ßc{,arj H 
-S" ,[;ij-f'+»0(!f+B)5y^i 



'^-i.1 



und wegen (5), wenn man darin — (i + m) für ^' setzt, 

(6) l^,„ = (— If b-'-'-^"" oder b'^ = (— l/'i'j:^™'. 

Die Gleichung (6) dient dazu, alle Grössen b^ auf solche zu reduciren, in 
welchen m positiv und i zwischen — ^m und + oo liegt. Wegen (6) bann man 
in den obigen, für Fj cos/;, -F, sinff gegeheneii Formeln fiir 

ö'_,, btu ^-1, *-i, b-i 
schreiben 

— 61, _6^, _ä;, -ij, —6?. 
Aus (1) folgt 

daher 

(7) äL-1 + ß K, = 6;;^-, + ß blt--j . 

Dift'erentiirt man die Gleichung (2) 

{r_±ßrr^^ 

lind muitiplicirt man dann mit 1+/??", so erhält man 

2i — 1 ;_i ^'+^"'~ ^ 2*4-1 ,■ ^'-»-^"'-i 



: 2 6;„. 
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und hieraus 

oder 

(8) (2i 4- -im -1)6;,, = (2i-^\)b'-' — 2(2i + m~-i)ßb',„_,. 
Setzt man in dieser Gleichung m ^= und bemerkt, dass nach (6) 

so erhält Ulan 

(9) bl. = ^r' + 2i56r\ 
Die (rleichungen (8) und (9) zeigen, wie man aus 

i>r\ K~', 6r', . . ., c 

die Grössen 

fH„ i\, f>U ■ ■ -, />« 

nach und nach berechnen kann. Die Grössen A?„ sind nichts, als die Entwicke- 
lungscoefficienten des Ausdrucks 

= sCr'", 



-^l-i-ß(r + ^) + ß 

die nach derselben Methode, wie die Grössen P^, berechnet werden können. 
Setzt man 

/,;„ = ß"'bL, 
so hat man 

bi = iii,~'-l-2ßßVr' 
und kann dann die Grössen &'„, aus htz^ mittelst der Gleichung 

(10) (2»4-2m-l)Cb^ + bt,_,) = (2i-l}CiC'-K,-0, 
wenn man will, ohne alle Logarithmen berechnen. 

Hätte man nach der Differentiation mit r -\- ß multiplicirt, so würde 
man erhalten haben 

oder 

Qzi - 1) 6;„ ~ (2/ -H 1) /3 ä:,;!:!! = (2» + 2^*1 - 1) &;,. + (2^: + 2«» + 1) ^^;„+i , 

oder 

(11) = (2* + l)|SKT-i-)-2m6L + (2i + 2m+l)^6Ui 
und mehrere andere Relationen. 
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DES SATUSNS NACH EINER STRENGEN ENTWiCKELÜNG. 161 

Weil die beiden Grössen ß, welche wii- brauchen, sehr klein sind, nämlich 
ß = 0,08, ^' = 0,0i, 
so wird man es vielleicht vorziehen, die directe und unabhängige Eeihenent- 
wickekmg anzuwenden. Man setze mit Gauss 

^^Tr'^ -i.2.rt/ + i) "^ ii'-.ß.y.':)- 

Von dieser Reihe hat Eiilcr die beiden Hauptumfbrmangen gefunden: 

F{a,ß,i,^) = (i-»-r"n«,)'-t>.i-,-i7^^) = (i-i)'""" i'i-i~-':r-ß,y,^)- 

Wenn m positiv ist, auf welchen Fall man den anderen vermittelst (6) zm'fick- 
führt, findet man, wenn man 

,. _, „2i+12i + 3 2i + 2«.-l , 

setzt. 

Für die hier vorkommenden Fälle ist i positiv, es wird daher der 
zweite Ausdruck mit Vortheil gebraucht werden: 

-ö,,. - Cl-i^PJ -[i 2.(2^_,_2)1— |9i3^2.4.(2m + 2)C2m + 4)U— 1^,3^ "^ "/' 
welche Eeilie, wie man sieht, für /?=0,08, ß' ^ 0,04:, wenigstens für nicht 
sehr grosse Werthe von *', rasch eonvergiil. .Die Logarithmen der liier vor- 
kommenden Zahlencoefficienten 

^i±^ ^-±1 2i + 2m — 1 
2"" 4 ■■■ 2m 

kann man ein für alle Male genau berechnen und in eine Tabelle bringen, 

weil sie häufig gebraucht werden. Bei der Berechnung aller Hiilfsgrössen, die 

hier vorkommen, müssen ihre Ijogarithmen oder eine bestimmte Zahl von 

Ziffern der Grössen selbst genau berechnet werden. 

VII. 21 
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II. Theil (3or grossen Ungleicliheit, welcher von — 5—;-— herrührt. 



^(l'~2ß'cosij'-hß'ß')^ 



y p» A^\l — 2p cos (fj — 1)') -I- pp 1^ 

Es sei 



- = Pi-h2Plcos(fi — ti")-i-2Pii:os2(ri — 7j')-\-- 



{l — 2pcos(ri — ^')-hpp\i 

Die Grössen P/ kann man aus den bereits berecllneten Grössen P, dnrcli folgende 
von Legendre angegebene Formeln berechnen: 

p, _ (l+pp)P,-2pP, 
(.1—fpf 

2i -(l_„)»i"-' -''+■1. 

oder man kann auch immer zwei auf einmal durch die Formeln finden: 

welche jedoch vieheicht weniger zur Berechnung zu empfehlen sein dürften. 
Es ist 

£.j = 0,1434397 cos2£ + 0,0313942cos26' 

— 0,031343 cosCe + e' + ß + ß -h 7G° IT 4", 25) 
4- 0,00811985 cos(£' 4- ß + 53« 52' 31",5), 
welcher Ausdruck aus dem oben gegebenen erhalten wird, wenn man für den 
"Winkel C seinen Werth 124" 32' 13", 4:4 setzt und die beiden Terme 

0,004787 cos(e' + ß)— 0,0065587 ^in(_s' + ß) 
in einen vereinigt. 

In dem angegebenen Ausdruck von pi führe ich statt der Cosinus die 
Exponentialgrössen ein, wodurch derselbe in acht Theile zerfällt. Diese acht 
Theile müssen besondere nntersucht werden. 
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I.Theil von -- ^y^ : -0.0358599 .-"'^^'c'<^+^'^-'. 
Ich suche den Coefficienten von 

ist derselbe 

so wird der Coet'ficient von c"'"' ^ "% da das Resultat ein reelles sein muss, 

a — by^l, 
und man erhält daher die reellen Tenne 

2«cos(2/(' -— 5j!()-f- 26sin(2/(' — 5(M). 
Da 

2600000.0,0364, 
ungefähr 1000 beträgt, so wird es genügen, wenn der aus 

jl — 2p<Mfi(rj — ^")+pp\- 

hervorgehende Coefficient von c'^''""''^ ~^ in der fünften Decimalstelle richtig 
ist, damit im Resultate die HunderttheiJe der Secnnde richtig erhalten werden. 
Ich setze 

c -'l-l'-'(l_2^'co s,' + )j'^')t ^ 
so dass 

so wird der zu entwiclfelnde Ausdruck (I), durch (1— yy/:f)(l — /^'/?') dividirt, 

Es ist aber 

21* 
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ieriier, wenn man 

setzt, 

= (i — ßßyif + ßt' + ß't' + ßH> ^ — I 

^3ß(l-ßß + iß')t + Sßß(l~ißß)-ßH-K 
Für die drei letzten Terme will ich schreiben 

-S(ß)t + S(ßß-)^ßH-\ 
wo 

m (ß-) = ß(i-ßß+iß'), (ßß) = ßß(i-ißß). 

Man hat demnach, weil 

a-2/)»os, + (((J)o**''»'-'T, = (l-W)'l'A+, + (ir,+,4-|3är,+, + p>n+, + ---| 
-Hß)I\^.,+ -d(ßß)T:-ß'T..,. 
Setzt man ilie früher berechneten Grössen 

i*i- cos/, = iii , F, ml fi = S; , 
F! ßonf; = c'i , FIsmf: = sj , 
so erhalten wir aus 1\ den Term 

U't + '.V-i)'''''', 
aus 27 den Terin 

i«-.:V=i>-""''-'. 

Setzt man daher 

(1 — ((())> I <!,+, + ßc„ + (J»a+, + jj>a^, H 1 

p) -3(ß)e,+,+3(ßß)c,^ß',:,-, = J^cos,»,, 

(1 — ßßy'U,+, + |Ss,+, + ;?! S4+, + ^'»m H 1 

— 3(|3)s,+j+3((iji)., — f>«i_i = Jllsiami, 

,3, (l+Zi'lSOti-^'feL. + ci+O = jWoosmi, 

(l+(J'(!')ä| — lS'(«U + <,'+,) = 1/,'smm;, 
so entsteht aus 

(I) 

il-ßß)(l~ß'ß') 
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^PlM.Mh''^'"'''''^'"' 



Setzt man enOlich 





W 


SP,M:Mi 


costmj 


— »*;■) = 


ÄC08»,, 




SF,M,M! 


sin (m; 


-mi) = 


iVisin», 


und 


bemerkt wied 


er, dass 












l-|ä|i = 


A 


l-C'^' 


A' 


so \' 


vird der hier : 


nntersuclite Terin 






(5) 


— 0,00717198 


|-^ .„,„.- 


2-B)cos(2^' — 5/() + siu( 


Hat 


i die Werthe 












0, 


1, 2, 3, 


4, 


5, 


6, 7 


so werden die Grössen c, , ä; von 


der 








5™, 


4»», 3», 2" 


', 1«* 


", O-, 


1'"", 2 


die Grössen c\, ä; 


von der 










2"°, 


1™, 0"', l" 


', 2" 


■, 3", 


4'-, 6 



(wi — 2ß) sin (2/ ~ 5/01 ■ 



Ordnung. Da ß, ß' von der ersten Ordnung sind, so werden M^, Ml von der- 
selben Ordnung, wie die Grössen c^^.^, c\. Es wird daher für die angegebenen 
Werthe von i die Ordnungszahl der Grösse Mi MI gleich 

5, 3, 1, 1, 3, 5, 7, 9, ... 

Man hat daher die Grössen (2) und (3) zuerst für die beiden Werthe i = 2 
und i^3 zu berechnen, für die nächstvorhergehenden und nächstfolgenden 
Werthe von i nimmt der Werth von M^ Ml sehr rasch ab, so dass schon die 
Werthe i=0, ^'=5 wegen des kleinen Zahlen -Factors 0,007 der zweiten 
Ordnung nur unmerkliche Werthe der siebenten Ordnung geben. 

IL Theil von — it-,:— Op358599f^'''^c^^''+''^^-\ 

Da die Untersuchung der vorhergehenden ganz ähnlich ist, so kann man 
sogleich das Resultat hinschreiben, wobei ich mich wieder so, wie im Vorher- 
gehenden, der Zeichen .M^, W; bedienen will, welche daher in den verschie- 
denen Theilen der Untersuchung verschiedene Werthe haben. Es sei 
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(1 - ^,?)ä|s,_a +^,s;_3 + ßßs,^i + ■■■!- 3(;3)s,_i + Hßß)si — ßh/+^ = M^ sin ««,■ , 

ferner 

2 Fi Mi Mi' cos (WJ, — m'i) = N.2 cos Wa , 

2FiM, Mt sin Qnii — m!) = N-i sin »a , 
so wird der in Rede stehende Terni 

— 0,00717198 -^-^^|cos(ms + 2B) cos (2^' — 5/0 + sin («s + 25) sin (2,.(' — 5/()|- 

Die Grössen (/?), {ßß), Ml, mj haben liier dieselben Werthe wie in I. Es ist 
hier Mi von der Ordnung der Grössen Cj_2; hat daher i die Werthe 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, fl, 
so wird die Ordnungszahl der Grössen MiMl gleich 

9, 7, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 7, 9. 
Man erhält daher aus dem hier untersuchten Theile kaum merkliebe Grössen 
der siebenten Ordnung, welche den Wertben 

i = 2, 3, 4, 5, 6, 7 
entsprechen. 

III.Theil von —^Q,: - 0,00784855 c^^''^ c-^'''+^^^-' . 

Die Formeln werden aus II durch blosses Vertauschen der Grössen mit 
und ohne Index erhalten. Die Zahlenwerthe werden hier viel geringer, sowohl 
an sieb, als wegen des viermal kleineren Coefficienten. 
Es sei 

{ß') = fJ'(l-i5'^' + i^'*), (,5'^') = ß'ß-0--U'ß')r 
(H-^(9)i;; — |SCc,_i-f-C(+i) = Micoswii, 
{l-\-ßß')si~ß(si_i-\-Si+i) = MiSianii, 

(l-ß'ß'y\^W2-\-ß'.i+,^ß'ß-sl^+---\-Hß')s'i^,-\-Hß-ß'H~ß"'^L,^M:Binm;, 

2P;MiM/cos(mi — m'i) = Nscosns, 

2 Pi M. Mi' Bia(mi — m,') = N^siaih, 
so erhält man 

— 0,00156971 ''^'^--|cos(7i3 + 2J3)cos(2f^' — 5/() + sinC»i3 + 2ß)sinC2,n'~5^.)!. 



Hosted by 



Google 



ÜES SATURNS NACH EINER STRENGEN ENTWICKELUXG. 167 

Es sind Mi, Ml von derselben Ordnung, wie c,, c,'+s, und es ist daher für 

i = ~\, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 

die Oi-dnung von M,Ml gleich 

7, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 7, 9. 

Man erhält daher aus diesem Theile von p, nur kleine Werthe der siebenten 
Ordnung. 

TV.Theil von — ^g^ : -0,O0784855c-'^^'<!'<''+^'^^. 
Haben die Grössen Mi, m^ dieselben "Werthe wie in III, und setzt man 

(1 — ß'ß'y\cl_2 + ß'cU H I — 3((3')'^.'-i + ^(ß'ß')c•-~ß'^ol+^ = Ml cosmj, 

(1— j3'^')'l«'-s + /3's:-^aH }-3C|3')sLi + 3(|3'^'}'*;— /3"s:-+i = M'sin»*;, 

^P- MiMi C08(mi~m'^ = iV4Cosra4, 
:? P; Mi Ml sin (m, — ml) = iVj sin «4 , 
so erhält man 

— 0,00156971 ^^J^ {cos(»4 — 2£) cos{2/(' — ö^t) + sinCM4 — 2ß) sin(2/i' — 5/t)!. 
Es sind il/;, Ml von derselben Ordnung, wie c,, C('_j; hat daher ^' die Werthe 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 
so wird die Ordnung von MiMl gleich 

9, 7, 5, 3, 1, 1, 3, 5, 7. 
Die Haiiptwerthe entsprechen daher den Werthen « = 4, i= 5, 

V.Theil von — ^g^ : O,0O78357c'''^ c"+"'+''-^^"'^, ;■ = 76°17'4",25. 
Es ist 
^'^^")^~\l^^cosr^^ßß) = ^^-^(\^ßiX\-ßt-^) = t-\t-ßy^t-^2ß+ßßt-\ 
und daher 

^.,^.(H-ß)V-i^j__2|5cos);-|-|Sj5) = T.+i—2ßTi + ßßTi-i. 
Eben so würde man erhalten 

T,.c-"+^'^(l-2|Scos»; + |S^) = Tt-^--2ßTi + ßßT,+^. 
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Wendet man ähnliche Formehi für die Grossen s' , t/ an, so hat man folgende 
Grössen zu berechnen : 

Ci+i^iß Ci-\- ßß c;_, = Mi co&m-i, 

s;+, — 2ß s, H- ßß s,_i = Mi ,siii mi , 

cU-^ß'c'r^ß-ß'c\+, = M/cosm;, 

sU — 2ß's\ -(- ß'ß' s'i+i = M; sin m'i , 

2 PI Mi M! cos (m, — mj) =- Ws cos Jis , 

2PiMi M; sin (m; — m\) = N^ sin »15 . 

Hiernach erhält man aus dem hier betrachteten Theile von o^ 



0,00156715 



aa'AA 



cos(«.^ 



- y) cos(2/*' — 5;i*) + siu(ns + /) siü(2/(' — oft) I " 



Die Grössen M,, M! 
i die Werthe 



nd von der Ordnung der Grössen C;.,.,, c,'_i. Hat also 



3, 



5, 6, 



so ist die Ordnung von M^Ml gleich 

7, 5, 3, 1, 1, 3, 5, 7. 
Die Hauptwerthe entsprechen also den Werthen t^3, { ==: 4. 



VI. Theil von —^g, ^ 0,0078357 
Ganz ähnlich setze man 



-e'+B+B) y~i 



■ Ml 



S..,~2ßSi-\-ßß s,+, = 

c',+i — 2ß'ü'i + ß'ß'c'i^j = M'cosm] 

s•i+^ — 2ß's'! + ß'ß■s'i_^ = M/smm'i 
2PJMiM;cos(^mi — ml) = N^cosne 
2 P! Mi Ml sin (m,- — tn'i) = JVß sin ut, 

so erhält man aus dem hier betrachteten Theile von p^ 

aÄ' Ne. 
0,00156715 ^^i-jj )cos(% — 7) cos Ql/i' — 5^) + siu(«6 — f) sin (2/(' — 5.«)! ■ 

Es sind hier iX, Ml von derselben Ordnung, wie c,_i, Ci+j: hat daher i die 
Werthe 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 
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SO ist die Ordnungszahl der Grösse M^Ml gleich 

7, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 7, 9. 

Man erhält hier also nur sehr kleine Terme der siebenten Ordnung, weiche 
den Werthen i= 1. 2, 3, 4, 5, 6 entsprechen. 

VU. Theil von — |ß, : —0,002029962 /''-V"*"""'"-', iJ = 53''52'31",5. 

Man nehme die Werthe von M^ , m,. aus III , die Werthe von MI, m- aus 
V und setze 

£ PI Mi Ml cog (m-, — wl ) = N-, cos n-, , 
2P^ Mi M> sm (^mi — m)) = iVjsinw,, 
so erhält man aus diesem Theile von p, 
■ aÄ'N, 
aa' AÄ ' 

Hier sind Mf, M' von dereelben Ordnung, wie c,, el_i; hat daher i die Werthe 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 
so wird die Ordnung von M^ MJ gleich 

8, 6, 4, 2, 2, 2, 4, 6, 8. 

Die Hauptwerthe entsprechen daher den Werthen ^' = 3, 4, 5; sie geben kleine 
Terme der fünften Ordnung, da der Factor 0,0004 von der dritten Ordnung ist. 

VIII. TheLl von — i^i = — 0,002029962<;-^^'-V-'^'+*>''-' . 

Man nehme wieder die Werthe von M^, m, aus III, aber die Werthe 
von M', m'i aus VI und setze 

:S F/ Mi Ml' cos (mi — nt'i) = Ngcosiig, 

2 Pi mm; sin (mi~m'.) = iVssiu^, 
so wird aus diesem Theile von p, hervorgehen: 

t'AA '' 
Hier ist Mi , MI von der Ordnung der Grössen e, , c,'+| ; hat daher i die Werthe 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 
so wird die Ordnung von M-,MI gleich 



6, 



VII. 
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cos(2f(' — 5,«) 



Hiii(2,u'~5^). 
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Aus diesem Theile von pi gehen daher nur Terme der siebenten Ordnung her- 
vor, welche den Werthen ^= 1, 2, 3, 4, 5 entsprechen. 

Fasst man Alles zusammen, so sieht man, dass, wenn 
e^ = 0,1434397 co«2f-l-0,0313942co82e' — 0,031343cosCE + f'+iJ + ß + )') 
+ 0,00811985 cos(e' + £ + <?}, 

aus — -1- -T^ die Terme hervorgehen : 

10,1434397 {JVi cos (w, — 2ß)-|- jV^ cos («^ -+-2-0)} i 
4-0,0313942 {jV, cos(% + 2S}+ iV, co8(w4 — 2ß)l 
— 0,031343 [iVä cos (»^ + j-) + A'« cos (% — )•) i 
+ 0,00811985 |iV, cos («; 4- ^) + iV^ cos (ms — tJ) | . 
10,1434397 \N, da (n, —2ß) + N. sin («s + 2 ß) j i 
+ 0,0313942 |A3 sia (n^ + 2ß) + A, sin (n* — 2S)| j 
— 0,031343 ! Ab sin (n;> + 7) + N^ du (us — y) \ 
+ 0,00811985 IA7 sin (n, -+-d) ■+- As sin («s — '0 j ) 

Theil (ier grossen Ungleichheit, welcher von dar l'ewegung 
der Sonne herrührt. 

Die Formeln l'iU" diesen Theil sind in denjenigen enthalten, welche Bessel 
in seiner Abhandlung über die von der Bewegung der Sonne herrührenden Stö- 
rungen gegeben hat. 

Es seien w, to' die Entfernungen des Perihels vom gemeinschaftlichen 
Knoten, r, r' die Radiivectores, v, v' die wahren Anomalien, / die gegenseitige 
Neigung der Bahnen, so hat man in der Entwickelung des Ausdrucks 

"7^icos(f~t'W)cos(i;' + «)')-l-cos/sin(üH-i/i)sin(w' + w')j = U 

den Ten 11 

A cos (2/*' — bfi) H-ßsin(2/t' — 5/x) 
aufzusuchen, von demselben den ähnlichen Tei'm abzuziehen, welcher aus der 
Entwickelung von — hervorgegangen ist, und die Differenz mit der angege- 
benen Zahl 

2598108 
zu multiplicircn. 
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Man setze 

U = 2-,~i- a a jcos^ (^/) cos (ifi — ^^' + w; — w') + sin^ (^I) cos (i/i -f- k/t' + «■■ -f- w')i , 

WO den ganzen Zahlen i und k alte Werthe von — cx> bis +00 zukommen, 
Für Linseren Fall hat man in dem mit cos^(-i-/) itiultlplicirten Term 

i = b, k = 2 und *'=— 5, k = —2, 

in dem mit sm^(^I') multipiicirten Term 

i = b, k = —2 und *■ = —5, k = 2. 
zu setzen. Man erhält daher die Terme 

(a a-\-a «)cos^(^/) C08(tt! — w')] 
s -9 -s 2 >cos(2f(' — 5,«) 

-(«« + « a)sm'ai)ßOs(_w-\-w-)\ 

(aa—a a)<:o&^ (il)am(w — w')\ 



1 ('5»V , 1 (beV 



1.3 1.2.3.4 1.2.3.3.4.5^ ~ ' 

' ~ r? "*" r.2.4.5 — r. 2x1x6 "' = ^1 • 

80 findet man nach Bessel 



e-H; S 



2; 301' 



[1-J/J- 



^- -(¥)!). 



-'{Ci-V-V,^'-''«^^) 
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Es ist demnach aadzatt von der siebenten, und daher der in sin"(^/) inulti- 
plicirte Term von der neunten Ordnung. Eben so wird a a von der neunten 
Ordnung. Vernachlässigt man daher die Terme der neunten Ordnung, die hier 
ganz unmerkheh werden, so wird der gesuchte Term 

-j-f ußcOs*Q/)cos(2^' — b^i + w' — ty), 

woftir man, ohne einen merklichen Fehler zu begehen, 

setzen kann. 

Ganz auf dieselbe Weise findet man den entsprechenden Term in der 
Störung des Jupiter durch Saturn 



48 «« 



■' cos(2|[i' — 5 ([*-(- m/ — «;). 



Die für die Transcendente T^ angegebene Reihe schreitet nach den 
Potenzen von \kk fort-, welche noch durch grosse Zahlen dividirt werden. 
Für unseren FaU wird 

^k = ~ oder ^k = «'; 

es erhält also -1^:^ ungeföhr die Werthe -gL- und -^i^. Man hat also nicht 
nötbig, zur Berechnung dieser Transcendente sich nach anderen Mitteln lunzu- 
sehen, wie dies bei grösseren Werthen von k erforderlich wird. Für solche 
wendet man zweckmässig ein ähnliches Verfahren an, wie oben zur Berechnung 
der Grössen P^ angegeben worden ist, durch welches alle Grössen I^ für das- 
selbe k mittelst eines einzigen, von hinten zu berechnenden, Kettenbruchs ge- 
funden werden. Setzt man nämlich 

2j-h2 J^' 
so wird 

kk 



Ri 



(2i + 2)(2iH-4)fi,H 



Wenn man für grössere Werthe von i nicht i?,^, geradezu gleich 1 setzen w'iil, 
so kaim man sich der Reihe 
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e i- 

' (2i + 2)(2i + 4) QU + 2)(2! + 4)'(2i +"6) 

_ _ ii?_ 

(21 + 2)(2i + <i)'(2.+ 6)(W + 8) 
(10« + 32)t' 



(2.- + 2)C2.- + 4)'C2! + 6)'(2! + 8X2i+10) 
oder auch des angenäherten Ausdrucks 



Wenn / eine grosse Zahl ist, so wird in der Reihe 11 oder 11 der Ooefficient 
von k-" in Bezug auf -. von der iV"" Ordnung; aber die aus der Division beider 
Reihen hervorgehende Reihe R, liat die merkwürdige Eigenschaft, daas in ihr 
der Ooefficient von k'^" in Bezug auf — von der (2n)"" Ordnung wird. Hat 
man durch die angegebene Formel die Grössen Ä; von hinten nach vorn be- 
rechnet, so reicht es hin, eine einzige der Grössen 11, die man haben will, 



noch selbst zu berechnen. Setzt 



man 



* n(i)\2; 

80 wird, wenn man S' durch die Reihe 



"2.(2^-1-2) "^2.4.(2"i + 2)(2i+4) 
berechnet hat, 

Für gi'osse "Werthe von k kann man sich einer von Poisson im 19'^" Hefte 
des Journal de VEcole -polytechnique , S. 349 etc., gegebenen semiconvergenten 
Reihe bedienen, weiche ftlr sehr grosse Werthe von k die Natur der Traiiscen- 
dente vor Augen legt. In Folge der dort gegebenen Analysis findet man 
j(, ^ sin ( ^ + 45°) f j _ 



y^/l 



Jl(2).(8t)'^ n(i).(8iy 



»in(t — 4d"2| 1 3'. 5= 3'^5^/?«^' 

^ " IM i7(3).(8*)'"'"fl(6).(8/i)> 



V^/l 
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Allgemeiner findet man 

(-1)""-"B 



y»y| 



ff(2).(8t)> 



(1 - 4!')(9 — 4.')(25 — 4i')(49 — 4»') _ 
/7(4).(8i)«' " 



»[t + C ly^J , j__4j, ^ (1 „ 4,-i X9 — 4i')(25 — 4^>) 
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ÜBER DIE ANNÄHERNDE BESTIMMUNG SEHR ENTFERNTER GLIEDER 

IN DER ENTWICKELÜNG DER ELLIPTISCHEN COORDINATEN, NEBST 

EINER AUSDEHNUNG DER LAPLACESCHEN iMETHODE ZUR 

BESTIMMUNG DER FUNCTIONEN GROSSER ZAHLEN. 

8cliumai;lier Astronomische Nachrichten, Bd. 28 No. 666 p. 257'-270. 

Carliiii hat vor längerer Zeit in einer Abhandlung*) Ricerche suUa con- 
vergenza della serie che serve alla soluzione del Prohlema di Keplero, Milano 
1817, 8" (48 Seiten), sich mit der Aufgabe beschäftigt, den Coefficienten des 
Sinus eines sehr grossen Vielfachen der mittleren Anomalie in der Entwickelung 
der Mittelpunktsgleichung annähernd zu bestimmen. Die hierzu nöthigen Mittel 
gewährten ihm auch die Auflösung der ähnlichen, viel leichteren Aufgabe in 
Bezug auf die Entwickelung des Radiusvectors. So viel ich weiss, hat kein 
anderer Mathematiker oder Astronom die erstere Aufgabe behandelt, die zu 
den schwierigsten ihrer Art gehört. In dem aus den hinterlassenen Papieren 
von Laplace zusammengestellten Supplement zum fünften Bande der Mecanique 
Celeste (1827) betrachtet Laplace die Entwickelungen der wahren Anomalie 
und des Radiusvectors, wenn man dieselben nach den Potenzen der Excentricität 
ordnet, und untersucht die Werthe der sehr entfernten Glieder der so ange- 
ordneten Entwickelungen. Er betrachtet darauf die jetzt allgemein angenommene 
Art der Anordnung dieser Reihen nach den Cosinus oder Sinus der Vielfachen 
der mittleren Anomalie und bestimmt auch für diese Anordnung die entfernten 
Glieder der Entwickelung des Radiusvectors. Aber für die nach den Sinus der 



*) loh verdanke die KeDi^tniss dieser ausgeieichaeten \md lehrreichen Alihajiiihiiig Uer 
fessür Encie. 
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VieJfachfni der mittleren Anomalie geordnete Entwickelung der wahren Anomalie 
hat er keine ähnliche annähernde Bestimmung ihrer entfernten Glieder gegeben. 
Desto grösseres Interesse musste die angeführte Abhandlung von Carlini ge- 
währen, aber leider sind ihre Resultate augenfällig falsch, weshalb, wie es 
scheint, man nicht näher auf sie eingehen zu dürfen geglaubt hat, und auch 
wohl von Laplace dieselbe unberücksichtigt geblieben ist. Bei näherem Ein- 
gehen in dieselbe würde man eine lehrreiche Arbeit geftmden haben, welclie 
nur durch einige für die Methode unwesentliche Fehler entstellt ist. 

Carlini findet S. 44 (§. 44) seiner Abhandlung, dass die Entwickelung 
der wahren Anomalie nach den Vielfachen der mittleren Anomalie zu conver- 
giren aufhört, wenn die Excentricität e eine Wurzel der Gleichung 



oder 

e = 0,66 
ist, wo i die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet,*) Er findet ferner 
am ScblusB der Abhandlung (§. 47), dass die Entwickelung des Radiusvectors 
nach den Vielfachen der mittleren Anomalie zu convergiren aufhört, wenn 

e = 0,62. 
Dies ist offenbar falsch. Denn man weiss jetzt durch strenge Beweise von 
Dirichlet, Bessel und Anderen, da^ sich alle Functionen innerhalb gegebener 
Grenzen in convergirende Reihen, welche nach den Cosinus oder Sinus der 
Vielfachen ihres Arguments fortschreiten, entwickeln lassen, wenn sie innerhalb 
der gegebenen Grenzen keine unendlichen Werthe annehmen. 

Die Fehler, welche Carlini begangen haben musste, konnten entweder 
der \'on ihm angewandten Methode inhäriren, oder nur zufällige Versehen der 
Rechnung sein. Im letzteren Falle konnte ich hoffen, auf dem von ihm be- 
tretenen Wege eine Bestätigung der von mir über denselben Gegenstand ge- 
fundenen Resultate zu erhalten, und ich trug um so weniger Bedenken, das, 
wenn auch mühsame, Aufsuchen dieser Fehler zu unternehmen, da die Eigen- 



*} Diese GiPiHiung auf «eiche Carlini irrlhütolicher Weise kommt, ist zufällig dieselbe, wie rtie 
Glekhuiig, deren Wur/el nadi (ti,r spateren Untersuchung von Lapiace {Micamque c€Ueie, T. V, Suppl. 
p. II) e nitht übersteij,ea daif nenn die EntHicke!ungen iiarh den Potenzen der Exventricifät cou- 
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thüralichkeit der von mir gebrauchten Methoden ihre anderweitige Bestätigung 
■wünschenswerth machte. 

Nennt man u die mittlere Anomalie und Q den Coefficienten von cospu 
in der Entwickelung des Kadiusvectors, so findet Carlini am Ende seiner Ab- 
handhiug 



'2v^yp'^ \'/ + i-' ' 

wo 

g = yi — Ve, A = ~]/2. 

Ich bemerke zuerst, dass immer das positive Zeichen zu nehmen ist; es 
sind aber in diesem Ausdruck noch mehrere Verbesserungen erforderhch. Der 
vorstehende Ausdruck von Q ist von Carlini gefunden worden, indem er die 
Reihe 

2'-'.1.2...yV' l.(p + l)^" ^ 1.2.(j) + l)Cy + 2)^''^^ ) 

auf die Reibe 

, „ 1 __(l£0'__, ÖP«)* 

l.(y+l)"^1.2.(y + l)(p + 2) 

mittelst der Foi-mel 

zurückfiührt, wo ich immer — für das unrichtige ± gesetzt habe. Oarlini 
findet, wenn g ^y'l — ee, 

p n \» y ^2 P 

Hieraus ergiebt sich 

V^W + lJ 
und daher, wenn man immer die Grössen fortlässt, welche im Verhältnlss zur 
Hauntgrösse von der Ordnung — sind, 

VII. 23 
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Setzt man endlieh für 1.2.3,..^ den Werth 

1.2.S...P = yf^p^u-", 

so wird Q, wie es sich aus Carlini's Betrachtungen ergieht, wenn die Rechnung 
richtig gefühi-t wird, 

pyp-\/27t Vl + yi — ee J 
Dieser Werth zeigt die Convergenz der Reihe, da die Grösse 

i+yf-^ 

continuirlich wächst, während e von biw l zunimmt, und dalier immer <C 1 
ist, so lange e <Z l. 

Man sieht, dass Carlini, um aus dem obigen, von ihm für -~ lng,s' trefan- 

denen Ausdruck logs zu erhalten, den Term — 21og^^ - mit |- zu multipli- 

ciren versessen und aus diesem Ausdruck den Term — - - log o fortgelassen 

hat, obgleich er für i^ den Factor - - abgiebt. Der vorstehende Werth von 

Q, welcher nach diesen Berichtigungen erhalten wird, ist genau derselbe, welchen 
Laplaee a. a. 0. S. 20 findet. Der Weg, auf welchem Carlini zu dem merk- 
würdigen Ausdruck der mit s bezeichneten Reihe gelangt, besitzt die voll- 
kommene mathematische Schärfe. Dagegen entbehrt die von Laplaee einge- 
schlagene Methode einer strengen Begriinduiig und hat einen mehr divinatorischen 
Charakter, Statt der Reihe 

'' - i.fpTii) ^*'"y + T7m+i){p-+-2) öp")' - ■ ■ ■ 

betrachtet er die Reihe 

und sucht ihren Werth für ein sehr grosses p. Dieser wird ohne Schwierig- 
keit nach seinen bekannten Methoden zur Werthbestimmung der Functionen 
grosser Zahlen gefunden. Aber diese Methoden lassen sich auf keine Weise 
mehr anwenden, wenn die Glieder der Reihe, wie in dem gegebenen Falle, ab- 
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wechselnde Zeichen haben, oder ee einen negativen Wei-th erhält. Gleichwohl 
setzt Laplace in den geftindenen Resultaten —ee flir ee. Er fügt hinzu: 
„solche Ühei'gänge vom Positiven zum Negativen, wie vom Reellen zum Im.agi- 
nären, seien mir mit grossei' Vorsicht zu gehrauchen, indessen hier könne man 
sie ohne Furcht anwenden, da ee unbestimmt sei, aiisse^'dem habe er sich durch 
eine andere Analysis von ihrer Richtigkeit überzeugt." Ich muss jedoch be- 
merken, dass die Anwendung des Continuitätsprineips hier nicht unbedenklich 
ist; denn für Werthe von ee, welche grösser als 1 sind, behält der von ihm 
fi'ir die zweite Reihe gefundene Ausdruck seine Gültigkeit; der Übergang von 
ee zu — tfß würde aber in diesem Falle für die reell und convergirend bleibende 
Reihe einen imaginären "Werth geben. 

Schwieriger ist die Prüfung und Berichtigung der Hechnungen, durch 
welche Carlini die sehr entfernten Glieder in der Ent^^'ickell"lng der Mittel- 
punktsgleichung bestimmt hat. 

Carlini geht von der Lagrangeschen Reihe 

ans, in welcher )■ die wahre, u die mittlere Anomalie bedeutet, 

■ -^ 1 — ecosM 
und 

F{u)=JF\u)du 

ist. Er theilt die Reihe in zwei Theile, von denen der erste bis zu dem Gliede 

1.2...'p du"-' 

geht und der andere die diesem folgenden Glieder umfasst. Die beiden 
Theile des Coefficienten von smpu in der Entwicklung von v, welche aus 
diesen beiden Theilen der Lagrangeschen Reihe hervorgehen, bezeichnet er 
respective mit P' und P" und findet, dass die Werthe von P' zwar für alle 
elliptischen Bahnen convergiren, die "Werthe von P" aber divergiren, wenn 
e>0,66 (S. 44, §. 44). In den zur Bestimmung von 7^" geftihrten Rechnungen 
muss daher ein Fehler liegen. In der That findet man bald, dass Carlini in 
der Knt Wickelung der Potenzen des Sinns nach den Cosinus oder Sinus der 
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Vietfachen des Winkels das Versehen begangen hat, den Cosinus oder Sinus 
desselben Vielfachen in der Entwickelung verschiedener Potenzen des Sinus mit 
abwecliselnden Zeichen zu nehmen, während derselbe nach den bekannten For- 
meln dasselbe Zeichen behält. Es folgt hieraus, daas alle Werthe von ±ß<^"^^' 
S. 31 (§. 31) und von ±B'-"-^ S. 33 (§. 32) das Zeichen -h erhalten müssen. 
Die nächste weitere Folge hiervon ist, dass in der in dieser Untersuchung mit 

q bezeichneten Grösse yl-\ — ^-s— die Grösse xa: nicht tg-ii, sondern —tc-ii be- 

deuten muss, woraus 



und nicht, wie bei Carlini, ^^Vl + ee folgt; durch diese Änderung in dem 
lülr F" gefundenen Bndresultat S. 43 (§. 43) 

stellt sich sogleich die Convergenz der Reihe heraus, da der Factor ~ die 

/( 

Zahl p nicht im Exponenten hat. Aber die von Carlini zur Bestimmung von 
P" gegebene Anaiysis, welche die schwierigste und bedeutendste der ganzen 
Abhandlung ist, bedarf noch einer genaueren Untersuchung, weil noch andere 
Folgen als die Veränderung des Werthes von g durch die Zeichenänderimg 
von XX herbeigeführt werden. 

Carlini theilt den Werth von F" in zwei Theile TS. und II' , je nach- 
dem er von den in e^'^\ e''+% e^^ etc., oder von den in e^+% «''+*, e^^" etc. 
multiplicirten Gliedern der oben für u angegebenen Reihe herstammt. Er 
findet (S. 32 und 33: §. 31 und 32) 



1.2.3. 



1 . 2 . 3 . . . (p 4- 1) 



,+2 



1 . /V— 1 . ; 

i = -, sin« = '-^--^, tgn == /7-1 . 
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IN DER ENTWUSKKr.UNG DER ELLIPTISCHES COORDIXATEN. 

g ^ 1, (kP^y I ÜPf}L 

I.(pH-l)sin^K 1.2.(p + l)(p + 2)sin% 



so werden die Grössen z, z' , z", z'" von Carlini darch die Formeln 

r a-i's , , r a^s , ,, ,• a'f-^s' , ,,, r «p+^s' , 

z =^ \ -T— -r-o — öH, z = I -^ „_^., an, z' = j — . „ ■ ,, </«, 2 = J - -.--T-i — an 

J smP+'^M J smP+-n J sm^+^n J sinP+'n 

bestimmt, in welchen die Integrale für «=0 verschwinden müssen, und nach 
geschehener Integration zufolge der bereits oben angegebenen Verbesserung 



; = — tff^K = 1 - 



nicht wie bei Carlini 

zu setzen ist. 

Carlini findet 

wo (S. 38, §. 38) 



fn^ -(l-ee) 



ip/.^ 



■plogs = jt/d^ = 2(^— 1) — 21og^ ~ log^, 

<?,</ = 1 -H -^^r- ■ 
■^ sm-n 

Es sind hier, wie es auch im Folgenden geschehen soll, die Grössen fortge- 
lassen, welche im Verhältniss zum Hauptwerthe von der Ordnung — sind: in 

P 
den Exponenten aber, wie sich von selbst versteht, werden nur solche Grössen 

vernachlässigt werden, deren absolute?' Werth von der Ordnung — ist. Da- 

gegen werde ich die Grössen von der Ordnung — = beibehalten. Es reicht 

dies hin, um die Methoden so weit zu erklären, dass die Entwickelungen bis 
zu jeder beliebigen Ordnung fortgesetzt werden können. 

Carlini bedient sich zur Ausflihrung der Integration einer Annäherungs- 
methode, welche für die Integration sehr hoher Potenzen brauchbar ist, wenn 
die absoluten Werthe oder Moduli derselben, während sich die Variable von 
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182 GliER iJlE ANNÄRERNUE BE.STIMHUNG SEHR ENTFERNTER GLIEDER 

der lUitei'fu Grenze bis zur oberen und noch über diese hinaus heicegt, coiiti- 
nuirlich wachsen. 

Ist y(n) eino solche bohe (jj") Potenz, und setzt man diircb partielie 
Integration 

dn dn 

so wird '- — T— - --- von der Ordnunji von p, und daher 

im Verliältniss zu jif(n)dn von der Ordnung — ■ Man erhält daher den Nähe- 
rungswerth 

d7i 

in welchem man ttir n die obere Grenze zu setzen hat. Diese Foi-mel hat 

Carlini angewendet, um z, z' , z" , z"' za bestimmen, und für den von ihm 

gebrauchten Grenzwerth, ig^n = xx, hatte diese Anwendung kein Bedenken. 

Da aber der Grenzwerth tg^rt = — 3:^ angewandt werden muss, so tritt bei 

der Bestimmung von z und s" der Fall ein, dass in — i^-Lz gidi die höchsten 

an 

in p inidtiplicirten Glieder zerstören. In diesem Falle darf man von der ange- 
gebenen Näherungsmethode keinen Gebrauch machen, sondern muss sieb einer 
anderen, ebenfalls bekannten, bedienen, die ich im Folgenden in der Kürze aiis- 
einandei'setzen, und zwar der Form anpassen werde, in welcher Carlini die 
Integrale darstellt. 

Die Integrale z und z" werden nach der imaginären Grösse 

1 , 

n = — log« 

V— 1 ^ 

genommen. In der Anlkngsgrenze verschwindet 

e 

" ~ 1 -+- yi—ee ' 



Setzt man daher 



]/-1 
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IM DEIi EXTWJCKKLUNO DKR ELLIPTISCHEN COORDLNAl'EN. 183 

SO wächst n' von —oo bis log«. Man kann deshalb füi' n' und n i-espective 
n' — t, n -\- i^V— 1 setzen, wenn man untei- n' und «jetzt die gegebenen End- 
werthe 1o2k »nd ■ -^= versteht und bloss t als Variable betrachtet, welche 

y-1 

von Sin wächst. Es verwandelt sich hierdurch \Qg\p(n) in 



dn ^ i"-' 2 ^jjs 



Es ist den Urössen 'pN' , pN" etc. der Factor p gegeben worden, nm ihre 
Ordnung anzudeuten; dieser Factor ist bei N fortgelassen, weil wir eben hier 

annehmen, dass in -■- ^ ■ - die mit dem Factor p behafteten Grössen sieh 
' an -* 

gegenseitig zerstören. Dieser Factor p in den Gliedern von L bewirkt, wenn 

er sehr gross ist, bei wachsendem t eine so grosse Abnahme von yi(n), dass 

nur diejenigen Werthe von t in Betracht kommen, für welche ptt einen kleinen 

(endlichen) Werth erhält. Wenn man daher 

, dHosipCn) 
pN'tt = i T-^-- it = MW 

setzt, so wird u von bis oo ausgedehnt werden können. Man erhält durch 
diese Substitution 

wo die fortgelassenen Glieder in höhere Potenzen von — r-- multiplicirt sind, 

und man in den "VVerthen von iV, jV, N" nur die höchsten, durch p nicht 
dividirten, Glieder beizubehalten braucht. Es verwandelt sich daher dadurch, 
dass man 

für H setzt, die Function i/'('0 ''^ ^^-^^ Ausdruck 



^»^-'I^ + ot'*'-^"^^!- 



^f-l 

MfN' 
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184 ÜBER DIE ANXÄIiEIiNDE BESTIMMUNG SEHR EKTFERNTEli Gr,IElJER 

ferner 

I i-'''du = ^yn, ui-'''du = 4, I u''i~"\l,u = ^. 

so erhält man hieraus 

wo das Vorzeichen — gesetzt ist, weil man mit der oberen Grenze, welche 
dem i ^ entspricht, zu integriren angefangen hat. 
Setzt man zuerst 

so hat man 

!/-(») = ^^i',, , li>gK») = -P»V~T-(p + 2)Iogsi.i» + log.. 
Es ist (S. 38; §. 38) 

Carlini hat wiederholt ni dem Ausdruck von r* statt des Factors — den 

Vs 

Factor — gesetzt, der einem Teim — log ^ in log s entspricht, welchen er statt 

^ 2 . . 

— -^log^ schreibt, obgleich er den Ausdruck von —log* richtig angegeben hat 

Substituirt mau den vorstehenden Ausdruck von log«, so wird 



jf==|/l + -.^. 



.4^ =^ „ ■^•■'^"titg ra ^ (1 — g g) cotg n _ 
dn g sii»^ n g 

Durch Differentiation, in welcher x als constant zu betrachten ist, erhiüt man 

., d\o^ip(n) , , ,, — ^. , , /o , ' \ 

^ = -— -,],,, --— p(,^cotgKH-y— 1) — icotg7i(3 + — )■ 

In diesem Ausdruck verwehwindet der in f multiplicirte TheÜ, wenn man 
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IN DKR ENTWICKF.r.UMG DER ELLIPTISCHEN COORDINA.TEN. 
oder 



^'-Y~i 



setzt, so dass A^^ sicli auf den Werth 

reducirt. Um iV und A'"" zu erhalten, reicht es hin, nur den in ^ multipli- 
cirten Theil des obigen Ausdrucks von — '3JijM. beizubehalten, so dass niün 

^ an ^ 'an 

setzen kann. Man erhält so, da 



sm-'n 



xci,ig^n=gg- 



2JV' = -7-4 1 r^ — = -^ (2gq — x^ii— 1). 

siq"« gsij]fn g xat 

Weil nach den Differentiationen x = g ^= f zu setzen ist, schreibe man 
fjg — xx-^-xx — 1 für gg—l und '2{gg — xx')-^xx — 1 für '2gg — xx—i, wo- 
durch man 

2 W' = ^AM^^^ _p ^^.-Zl |3f^^ _ ,^) + .,,. „ i[ 
gxx gx.% 

erhält. Es folgt hieraus, wenn man noch einmal ditterentiirt und nach der 

Differentiation g ^ x setzt, 

dn iex \ xo! ) dn 

'Eß werden demnach die anzuwendenden Werthe, wenn man /■:= Vi — ee für 
X und g setzt, 

Durch Substitution dieser Werthe ergiebt sich 

^/f tmt*'u\f+l j • 
wo 

^ _ y»V 7i ^i_ 

y2p«« <>p«(! 
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186 CßER ME ANNÄHERNDE BESTIMMUNG SEHR ENTFERNTER GLIEDER 
Es wird daher der erste Theü von Jl, wenn man —. 






2p ^ «"ylspiTä. 



ll + f j l2 
Der erste Theil von Tl' Ist 



JW" 



)]4-i ji+a 



1.2.3.. .(p + 1)" 1/2;^"V7S\1+/J 

"WO 

Es ist hierin (S. 41: §.41) 

2 

um daher den l'ilr t//(».) zu setzenden Ausdruck aus i/'(") ^^ erhalten, hat 
man mit 

_ ^ l + j"si.m 

ZU multipheiren, oder zu 

die Grösse" 

_ rf|log(l+^) + w1/"-^ + logsiii«j 

zu addiren. Diese Grösse wird, wenn luan nach geschehener Differentiation 
X ^= g = f setzt, 

Da die Werthe von N' imd jV" imgeändert bleiben, so erhält man Z', wenn 



f 



■2p N' 



hinzusetzt. Es wird daher der erste Theü von Tl' 
1.2.3...(y + l)" ™ »■» - ll+/ji2p y27,"Pf'^* + "l 
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IX DER ENTWICKELIJNG DER ELLIPTISCHEN COORBTNATEN. 1 ö7 

and die Summe der ersten Theile von U und TL' 

"Wenn man sieb mit dem in - miiltiplicirten Hauptwerthe begnügt, und deshalb 
die zweiten Theile von JI und JJ', deren Werthe in -=r multiplicirt sind, ver- 
nachlässigt, so wird 

und daher der Hauptwerth des Coefficienten von sinpw in der Entwickeliing 
der Mittel punktsgl eich ung 

F Vi-H/ ' p U + yT^^ ) 

Für P' ist der von Garlini gefundene Werth gesetzt, der für jede Ordnung 

von — genau ist, indem er sich von dem wahren nur um die p** Potenz eines 

ächten Bruchs unterscheidet. 

Um den Werth von P" genauer zu finden, hat man noch die ziveüeii 
Theile von II und 11', oder die Grössen 

— , ^ y ■'., a ^sm^^n.z', — T-k^^—y ^,- « ^anr n.z'" 

1.2.3...^ ' 1.2 .?>. ..{p-\-l) 

ihren in ■ — multiplicirten Hauptwertlien nach in Betracht zu ziehen. Zur 



Bestimmung der Integrale z' und s'" reicht die Formel 



d\ogtp(n) 



hin. ^'ermittelst derselben findet Carlini die auf S. 39 und S. 42 (§. 40 und §. 42) 
seiner Abhandlung gegebenen Werthe von «~''sin''"'"')i.2' und a~'<'sm^''^^n.z"' , in 
welchen man aber den Grössen 



f^n 



ig-\- l)sin^i( (ö'-4-l)cosH 



•) 



*) Diese Grossen werden aämlicb bei Carlii 
pxxcoi%n 



, während, wie oben bemerkt ist, 3!.r=^ — tg^ii g-esctzt werden u 

24* 
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188 ÜBER DIE ANNÄHERNDE BESTIMMUNG SEHR ENTFERNTER GLIEDER ETC. 

das Minuszeichen vorsetzen, und, wie überall, statt des Factors - den Factor 
setzen muss. Auf diese Weise ergiebt sieh 



n 



n.z = — 






1.2.3...(p+l) \ti„ff' 

Da 



i- 



■2 



(1 + 0' 1 + /' 

SO geben die zweiten Theile von TI und Tl' vereinigt den Werth 

T/2n-p'f' Vl + Z/ 
l^s wird fernei' 



" \i+f)\ ■if'^yiiffAi' 



und endlich, wenn man für f seinen "Werth setzt, der Coefßcient von sinpu in 
der Entwickelung de?- Mittelpxmktsgleichmg für sehr grosse Werthe von p 



wo i die Basis der hyperbolischen Logarithmen bedeutet. 

Das vorstehende Resultat ist eine wesentliche Ergänzung der oben ange- 
führten Untersuchung von Laplace über die Convergenz der beiden verschiedenen 
Entwickelungsarten der elliptischen Coordinaten. Ich vermuthe, dass diese Lücke 
Laplace selbst abgehalten hat, diese Arbeit zu veröffentlichen. Man sieht aber, 
dass alle wesentlichen Schwierigkeiten dieser Aufgabe schon von Carlini im 
Jahre 1817 Überwunden waren, und dass er nur durch ein Versehen in den 
Zeichen bei Entwickelung der Potenzen des Sinus nach den Sinus oder Cosinus 
der Vielfachen des Winkels verhindert wurde, das Resultat selbst zu finden. 
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UNTERSUCHUNGEN ÜBER DIE CONVERGENZ DER REIHE, DURCH 

WELCHE DAS KEPLERSCHE PROBLEM GELÖST WIRD.*) 

Von Franz Carlini. 

Bearbeitet von C. G. J. Jacobi. 

Scliumaclier AHtronomische Naclu'icliteü, Ed. 30 No. 709 — 712 p. 197 — 2bi. 



Unter den DifferentialgleicliLingen , auf welche die Anwendungen der 
Mechanik auf Astronomie führen, gieht es wenige, die sti'eng integi-irt werden 
können. Die Astronomen nahmen deshalb za unendlichen Reihen ihre Zuflucht, 
auf die sich, kann man sagen, das ganze Gebäude der neueren Astronomie stützt. 

In der Theorie der Bewegungen der Erde und der alten Planeten schreiten 
die nach den Potenzen und Producten der Excentricitäten, Neigungen und 
störenden Kräfte geordneten successiven Approximationen mit so reissender 
Schnelligkeit fort, dass die Summe der fortgelassenen Glieder schwerlich eine 
beträchtliche Grösse erreichen kann. Nichts desto weniger wäre es, um der 



-) Die OiigmalalihlEdlling ( iihai s fulnt ilun Titd „hicerehe suUa miis'gen a d'lla letie ih' 
serve aüa soluzione del problema di heplero Memoria dl Fiaiitei o Carhiii Milano 1817" Obgleich 
diBöe Abhandlung von zahlreichen Fehlem entstellt ist, und ihre Hesultate faliLh sind, su gehört dieselbe 
doch unstteitig wegen der darin angewandten Methode und dei Kühnheit ihrei Composition zu den wichtigsten 
und bedeutendsten Aibeiten über die Bestimmung der Weithe der FuuLfionan gro'^ser Zahlen Es sfhien 
daliei ihr Wiederabdruck ■wuntchensweith Dei Hen Vertasser sprach den Wunsch aus, da*s, wenn min 
diese ßepioduetion einer seines Tugenil arbeiten beabsichtige, dieselbe in einer deutschen Debertragung ge 
schehen möge welchem Wunsche min hier naihgekommen i%X fes sind hieibei die nothnendigen Verbesae 
ruugen angebracht ^oiden, welche schon in No 665 der Asttonomischen Na buchten (cfi p 175 dieses Bin 
des) angedeutet worden sind Die Stellen, welche, hesondeis von § 39 an, in ganz neuei ßeaibeitung haben 
hmjugetögt werden müssen, sind dntch Anführungszeichen unterschieden worden Auch hat man einen 
int den FUI sehr 1,1 tipp F\tentri'itiien ! ezugli hci inlin/ hin/u„rtliigt 
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190 CABLINI'S ÜNTERSUCHÜNGEK OBER DIE CONVERGENZ DER REIHE, 

Berechnung iler Störungen grössere Strenge zu geben, auch hiej- von Nutzen, 
bei jeder Entwickelung die Natur der numerischen Coefficienten, ihr Verhältniss 
und den Grenzwerth, dem es sich nähert, zu untersuchen. Man würde dann, 
wenn nicht den genauen Werth des vernachlässigten TheÜs der Reihe, doch 
wenigstens Grenzen, innerhalb derer man ihn sich eingeschlossen denken kann, 
zu ei'kennevi im Stande sein. 



Aber wichtiger und fast unumgänglich nothwendig wird diese Unter- 
suchung in der Theorie der vier neuen Planeten und besonders der Pallas, bei 
der sich wegen ihrer grossen Excentricität und Neigung und wegen der Nach- 
barschaft der störenden Jupitersmasse kaum die von den Grössen der zehnten 
Ordnung abhängenden Gleichungen mit den Gleichungen der ersten oder zweiten 
Ordnung der alten Planeten vergleichen lassen. 

Dieselben Schwierigkeiten bietet zum Theil die Mondtheorie dar, wie 
denn bekanntlich die Mathematiker anfänglich die Bewegung des Perigäums 
wegen Vernachlässigung der Glieder von höherer als der zweiten Ordnung ans 
der Rechnung kaum halb so gross fanden, als die Beobachtung giebt. 

Aber wäre es auch der Fall, dass man bei einer sehr hohen Ordnung 
mit Gewissheit annehmen könnte, dass die folgenden Glieder niemals auf eine 
namhafte Summe steigen, so sind doch, um einen solchen Punkt zu erreichen, 
so lange und complicirte Operationen erforderhch, dass sie auch die Kräfte 
der unerschrockensten Rechner übersteigen. 

Man denke sich jetzt, durch genaue Untei^uchung der Art und Weise, 
wie die verschiedenen Coefficienten zusammengesetzt sind, gelänge es allgemein, 
sei es durch bestimmte Integrale oder auf andere Art, das n'" Glied als Func- 
tion seines Index n auszudrücken, so wurde man dann diese Function In eine 
nach den absteigenden Potenzen von n fortschreitende Reihe entwickeln können. 
Man würde hierdm-ch ein Mittel besitzen, die Convergenz oder Divergenz der 
auf einander folgenden Coefficienten zu erkennen, und in den Stand gesetzt 
sein, für sie mit geringerer Mühe einen Näherungswerth zu erhalten, imd zwar 
einen solchen, der der Wahrheit desto näher kommt, je grösser der Index der 
Coefficienten wird. Dieser mit ßo glücklichem Erfolge auf die Probleme der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung angewandte Kunstgriff scheint nicht minder wichtig 
h] seinen AnwenduLi'i'en auf die Astronomie werden zu können. 
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DURCH WELCHE DAS KKPLERSCHE PROBLKJI GELÖST WIRD. 191 

3. 
Da man über in der Analysis selten, wenn mau nicht zuvor die ein- 
fachsten Fälle behandelt, zur Lösung der complicirteven gelangt, so habe ich mir 
hier die Aufgabe gestellt, in dem einfachsten Falle, dem der elliptischen. Bewe- 
gung eines einzigen Planeten um die Sonne, den Gang der Reihe zu untersuchen, 
welche die Mittelpunktsgleiehimg durch die Sinus der Vielfachen der mittleren 
Anomalie ausrlriickt. 

4. 
Es sei die halbe grosse Axe gleich 1 und 
e die Excentricität, 
f = Vi — ee die halbe kleine Axe, 

" - ^-^/• 

u die mittlere Anomalie, 
V die wahre Anomalie, 
& die excentrische Anomalie. 
Zur Besiminung von v durch u hat man die beiden Gleichungen 

-(( = J — esiu*, « = 2arctgj|/ "'"^ tgi^l* 

Aus der ersten Gleichung findet man durch den Lagrangeschen Lehrsatz 
den Werth einer beliebigen Function von 3- 

Nimmt man daher 

F{») = , = 2 arctgl l/f^ tgj»!, 



i!'C») = 2i.rclg||/|±^lgi»|, 

du 1 — ecosw 1 — 2ßcos)(-f 



und, wenn man in Reiben entwickelt, 
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192 CARLINI'S CMTERSUGHUNGEN ÜRER DIE CONVERGENZ DER REIHE, 
F'iu) = H-2ßcosM-i-2c*cos2M + 2a^cos3M + 2H*oos4wH , 

weiches die Wertlie sine), die man in den Ausdruf-k 

V — /-w-HySinMi- W-l-^ 2 du "+"1.2.3 ' du^ "^ " " 

zu substiti-iiren hat.*) 
Es sei 

1.2. 3... 2g d9ßi-^ 

ein beliebiges Glied dieser Reihe, in welchem sinw auf eine gerade Potenz er- 
hoben ist, so suche man vor allem den Ooefficienten von cospu im Produete 
von sin^'M und F'(u). Hierbei sind drei Fälle zu unterscheiden, je nachdem 

1) ? = o, 

3) p gleich oder grösser als 2q, 

3) p grösser als und kleiner als 2q ist. 

Wir wollen mit dem zweiten Fall beginnen. 



Es sei allgemein 

sin-'*w = S"" + ß'^*cos2M+ß*'*cos4MH hß*''* coa 2,?w. 

Entwickelt man im Produete sm'^^ u F' (u) nur die Ooefficienten der Cosinus des 
(2qy" und der höheren Vielfachen von u, so findet man 



*) In der hiRvEür von Lagrange in der zweiten Auagabs seiner Analijtiscltsii Mei^kanik, 2, Band 
S. 25, ^ogebeneR Formel 

I> = +2i + -{-'•■eEUslnu-i---- 
hat h L I n b m kt n l hl ng 1 1 h Wahrscheinlich soll in dersell)ei! im ersten Gliede 

tat dWtl thnd n Entw k lu g L grauge S. 23 gegeben worden ist. Daaa durch 

ttt kfhl ClnmtndmWth 

L = +E 2iH 

I t — T- 1 f i 1 b ich nicht, da Lagrange denselben Werth von 
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F'(u)siR^'". 



DURCH WELCHE DAS KEPLERSCHE PROBLEM GELOST WIRD. 



■■■ + 






-4-«« ß'^" 






Der Bequemlichkeit der Reciinung halber setze man 

wo mit )' die Basis der hyperbolischen Logarithmen bezeichnet werden soll: 
man hat dann die bekannten Formeln 



^ 2co92w, 
= 2cos3n, 



: 2y— Isin«, 
, 2 Y^^ sm2n, 
-- 2y=^sm3«, 



ßi = COSM +y — 1 sin«, K~"^ = cosw ■ — ]/■ — 1 sin«, 
«2 ^ cosSn + y — 1 sin2w, ß~^ ^ cos2n — ■y^lsiii2n, 
«3 = c083»i + lA^sin3M, a"'- = cos3n — y^^ sinS«, 

Hiernach rediiciren sieh die oben entwickelten Glieder auf die folgenden: 
y'"(M)sm^''M = ■■ ■ 

+ 2«^^ |ö''"cosO+ß'^'cos2w + ß''"cos4«H hß'^''cos25m|ws2gM 

+ 2«-'">+' !5""cosO 4- ß<''cos2K + B<*'cos4?i H h B<''*cos25M)eoa(2? + 1)« 

4-2ß^s+M-ß'"'wsO + S<''cos2wH-ß<''cos4w4 \- B'-^''ha92qn\v,m(2q + 2')u 

+ , 

oder in Folge der den Grössen 5'*'', ß'^', ß''''^ etc. beigelegten Bedeutung auf 
F'{u)am^Hi. = ■ ■ ■ +2a^^siii^''wcos2$M+2«**+'sin^*nco8(25 + l)M 

H- 2ß2'+ägin24m 008(22 + 2)2s H 

Nennt man daher C* den Coefficienten von cosp« in der Entwickelung von 
i^'(M)8in'''?(, so wird man allgeraein 

fjip) = 2a''siaS'M 
haben, falls nur p gleich oder grösser als 2^ ist. 

vn. 2.J 
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OARLINI'S UNTERSUCnUNGEX Ü13ER DIE CONVERGENZ DER RETHB, 



In derselben EntwiekeJung wollen wir den Coefficienten von cos 
oder C suchen. Combinirt man zu diesem Zweck die Cosinus derselben Viel- 
fachen von u in beiden Factoren, so wird dieser Coeffieient 
(^W = „oßW _^ ß._BC2) ^_ «4 ßW _^ . . . + „.^ßC^s), 

Sübstituirt man in dieser Reihe für B , B , B etc. ihre Werthe, so sieht 
man, dass dieselbe aus der Entwickelung 

^-^^'{i-ir " •■■+is"'«-+iß"'''-+-«""+i^"'«'+iß"'«'+-" 

hervorgeht, wenn man die dem constanten Gliede vorangehenden Glieder fort- 
lässt und dafür die auf das constante Glied folgenden verdoppelt. Es wird 
daher C'"' &r « ^ 1 verschwinden. Aber für einen beliebigen Werth von rc 
kann man die Summe nur mittelst eines Integrals darstellen. 

Drückt man die Potenzen von a durch n aus, so erhält man 
C<"' = ß*"> cosO-|-S<" 00325*4- ß''*cos4«-l h ß''''cos22ra 

o( ler 

C'' = &m-'' n -]- y y — 1, 
wenn man 

y = fi'°'siiiO-l-B'''sin2M + S**'sin4wH h-ß''''sia2gm 

setzt. Bifferentiirt man y in Bezug auf n, so hat man 

^|. = 2Z{*^'cos2m-v4ß'**cos4»H h25ß*''''cos2g«. 

Multiplicirt man diese Gleichung mit sin?;, so ergiebt sich 

■siuw ^ = qB^^"^sm(2q + l)re 
an -' ^ 1 y 

— B^^hinn — 2B'"sia3« — 3/i''^am5?( q Ii'--''^sm(2q— l)n 

+ ß^sinSji + 2B'"sin5n H H (<; — 1) ß^'"'^'* sin (2 5 — l)m 

und, wenn man y mit ^qcosn multiplicirt, 
2qycmn = qB sm(2q-i-l)n 

+ qB'^hmn-\-qB^^^smdn + qB'">aJunn-4 H qB^-''>sia(2q — l)n 

-hqB'''hmSn + qB'''>smbn^ Y^ qB"'-^^sm(2q— l)n. 
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Zieht man die eine Gleichung von der anderen ab, so erhalt mau 

dy - 
Sinn -=^—'6qi/cosn 

= — (-Z + l)ß'''siiw — (5 4- 2)B''^ain3n 2qB^''hiR(2q — l)n 

-(q — l)S<^'sin3n B'-'^''-^'am(2q — l)n. 

In dem zweiten Theile dieser Gleichung verschwinden alle Glieder bis auf das 
erste, weil zwischen den Grössen B . B , B etc. folgende Relationen statt- 
ünden : 



ij!') _ _y__-£(^)_ ß(>' 



q-h2 ■ (/ + 3 q-\-i 

Da ferner 



5(^1 



.i.__ rM 



^4-1 ' 
so wird sich die Gleichung in folgende verwandeln: 

* - 2}jcotg» = 2,B">. 
Man setze 

P=— 2ycotg?i, Q=2qB''"\ 
so wird man 

(y = i-f'''"' jif''""Qdn 
haben. Nun ist aber 

I Pdn = — 2q j mtgndn^ — 2qhgsm7i, 
und daher 

ffr.- = _J__ 

folglich 

oder einfacher 

' ^ J sm^^n ' 

wenn man die Zahl 1 in der zum Integral hinzuzufügenden Gonstante mit ein- 
begreift, die in der Art bestimmt werden muss, dass man C'"' = £*"' hat, 
wenn r ^ ist. 

25* 
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Ist q eine beträchtlich grosse Zahl , in welcheio Falle die wirkliche 
Snmmatioii allet" Glieder der Reihe 



zu lang sein würde, so kann man nach der Methode von Laplaee*) einen 
Näherungswerth des Integrals 






erhalten, indem man dasselbe in eine nach den absteigenden Potenzen von q 
geordnete Reihe entwickelt. 

Es sei p der Werth, welchen man der Zahl n nach der Integration zu 
geben hat, und 

so dass man 



f dn _ { f._ 



hat. Um die Integration ausführen zu können, muss man dn durch eine in dt 
multiplicirte Reihe von Potenzen von t ausdrücken. Nim folgt aber aus 

will n ^ i'^'> sin v 
die Gleichung 

cos V zq 



Man hat daher 

*) Siehe Lacroix, Traue des diß'&enms et des s^ries (p. 46:i, editioß de 1800; p. 503, editioii de 1819J. 
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Abel' es ist allgemein \t'"i~'dt, von oo bis genoranien, gleich — j t"''i~' dt, 
von bis co genommen, oder gleich — 1 . 2 . 3 . . . m. Wenn man daher jedes 
Integral zwischen den ersteren Grenzen nimmt, welche den Werthen sinn = ao 
oder « == and sin n = sin y entsprechen, so hat man 






3 



Setzt man n an die Stelle von v, so wird das Froduct von sin^^ji In das i 



Substituirt man diesen "Werth in den obigen "VVerth von C'"' und setzt gleich- 
zeitig c = 0, so erhält man schliesslich 

' " y iqcmhi q^ \2coü^n 4cos%/ J 

Die Annahme c = beruht darauf, dass nur in dem einen Falle, wenn c ver- 
schwindet, der obige Ausdruck von &"' für a = oder sinn = 00 einen end- 
lichen Werth erhält, welcher, wie man sieht, gleich B^"' wird, wie es zufolge 
der oben geraachten Bemerkung der Fall sein muss. 



Die Werthe von sinn, cos'i, tgn können bequem durch die Exceritn- 
cltiit e ausgedrückt werden. Da 

cosm=: - — =. und ß^ ,-=^, 

2 IH- yi — ee 

so hat man 



2e{l + yi~ee\ «' 

_ _ t e^ — K-' _ Vl^ee_ _ / 



Macht man diese Substitutionen, so wird 
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und, wenn q eine sehr grosse Zahl ist, wird der Werth 

6« = B<" Yi-'Je 
ausreichen. 

9. 
Wir kommen endlich zu dem Fall, wo -^p <z2q. Es sei zuerst p 
eine gerade Zahl gleich 3r, Vereinigt man im Producte von F'(ii) und sin^^M 
die Coeflicienten aller Oomhinationen, welche C082rn geben, so hat man 
C""= ü'"<i" +B'^>a='-' +B<««='-< H t-B'-'a' 

+ B'"*"ti' -t-B"'+"a' +B"'*"a' H l-B""o"-" 

= 2a"|B<"'cosO + B"'cOB2»H h/!""cos2™| 

+ (<." + «-'')|B<"+"cos(2r + 2)»H l-£""cos2g»| 

+ (o" + a- ") I B"'*"sm(2.' + 2)» H h B™ sin2g» | Y^^ 

= 2cos2™|B™cosO + S™co82i> H h B""oos25»] 

+ 2lCr[ 8ia2™|B™cosO + S'"cos2n H 1- B"" cos2™| 

+ ay^l cos2r»| 8<"+"siii(är + 2> H h B'"'sin2}»|, 

oder schliesslich 

6'''^'* = 2cos2r«sin-«rt4-2y— 1 )/sin2rm+2l/— li/'«os2rji, 

wenn man 

y = B"''coHO + B"''ma2n + B"'r.a4ii-t ^B""cos2.•», 

j' = B<"+"sia(2r + 2)» + ß'"+''sin(2<' + 4)» -) h B""'sm2qn 

setzt. 

10. 

Multiplicirt man den Wertli von -y- mit sinn, so findet man 

-J-sin» = i-B""cos(2.' + l)« 
an 

— B"'co8» — 2i)<''cos3» — 3B<"oos6» ,■//"' cos(2;- - 1)» 

+ B'"oos3ii + 2B'"oosBii H h (r — l}B"'""oos(2r — 1)» 

und, wenn man y mit 2(^cos» multiplicirt, 
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2((!/cos» = fjB"''cosC2c+l> 

+ jB"' oos» + ?B™oos3n + 5B'"o(js5>H h qB""i:m(2r ^l)n 

4- 2qB'°' 008» + }B'»cos3i> + gB™cos5oH h }fi'"""ooB(2r — 1)». 

Zieht man beide Gleichungen von einander ab, so erhält raan nach Fortlassung 

der Glieder, welche sich gegenseitig zerstören, 

'^l m«-25j,oos» = -(g^r)B""io,(2r+i)„, 

und hieraus leitet man 

/ xD(20 ■ ,„ r oüsC2j-4-])m , 

ab. 

11. 
Man wird auf dieselbe Weise finden, dass y' von der Gleichung 

Ä, sin« — 2äj/'coa» = —(} + '■+!) B'"+" sin(2)- -4- 1)« = (g — ,-)B'"' sia(2)' + 1)» 

abhängt, deren Integration 

r ■, B(») ■ i. f ™P'' + 1)" j 

!/ = (S-OS' 'sin'inj — Vji^y-'-ii» 

ergiebt. Es wird also 

C"" = 28ia's«08s2™ 

+ 2 1/=1 (, - ,.)B«.i„..» »s2r„ ]• ^g±i>^ <i» 

orler, wenn man die im ersten Integral enthaltene Constante ändert, 
6'<^'> = 2(?-70y=lS*^^'siü^*ncos2r«/^HglJi>rf„ 

'■' ' ' j 'sinf':+^n 

Setzt man in diesem Ausdruck statt der Grössen 

2cos2yn, 2cos(2r + l>, 2}/^^ sin2rK, 2]/-^l sm(2r + i)H 
ihre M^erthe 

«''""H- K~-''', ß^'+' + «~^''~', ß^"" — «~^'', ß^'-t-' — . K-2'— 1, 

SO findet man 
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~^' ) f ■ „ , , — ■ dn 



12. 
Sind q und r zwei sehr grosse Zahlen, so wird man den für C''^'^ ge- 
fundenen Werth mittelst der im §. 7 angegebenen Methode in eine nach den 
fallenden Potenzen dieser Zahlen geordnete Reihe auflösen. Da aber im gegen- 
wärtigen Fall die Entwickelung von dn nach den Potenzen von t ziemlich com- 
plicirt wird, so wird man am zweckmässigsten die von Lacroix am ange- 
führten Orte mitgetheilte allgemeine Formel brauchen, in Foke welcher 



wird, wenn 



gesetzt wird. 

Es sei zuerst 



j.dl „ \dn } „ \ dn } 1 



dlogip 



yj = -^^,--,-j-. 



\ogTp = (3'r+ 1) logtt — (2i]r-|- l)logsii] J( 



(2^ -+- l)'cotg w - (-2)- -M) y- "f ' 

ydl'_ ^ 2g + 1 1 

<^-n am'n \(2q+l)c(A^n~(2r ^\)'\/~-^\\' 
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Es wird also 






i (2q ■+- 1) cotg « — (2r + 1) V— 1 



sm^n \(2q -\- 1) cotg« - (2r + 1) V- 1 T' 
Durch ein ähnliches Verfahren findet man 






siiiM l (22 + 1) cotg )i + (2i-+ l)y— 1 
_^ 2g+l 1 



sia'n !(23 + l)cotgn + (2r + l)V'-l}' J 

Multiplicirt man die Differenz dieser beiden Functionen mit (q — r')B ', 
setzt 2 y — 1 sin n für «^ — ß~^, 2 cosn für ß' H- ß~' und schreibt nur das erste 
Glied der Entwickelung hin, so ergiebt sich 

^-^ ^ ^ ^ (22 + l)^cotgw + (2r+l)Hgre 

13. 
Zur Bestimmung der Constanten bemerke man, dass man für « — den 
Werth G ' ^ B ' haben muss. In diesem Falle erhält man aber genau das 
zweite G-Iied des vorstehenden Ausdrucks 

~(2g + l)3y-l4-(2r-i-l/y— 1 
und alle folgenden Glieder verschwinden. Man wird daher 

sin^^ntt~^'e — sin^«wß^'"c' = 
haben, und es werden auch die beiden Constanten jede für sich besonders ver- 
sehwinden müssen, d. h. es muss 

c = 0, c' = 
sein, da sie in der vorstehenden Gleiehung für k ^ unendHch grosse Factorcn 
von verschiedener Ordnung erhalten würden. Man findet in Folge hiervon 



€'■"> = 



C^q-hiy CQtgn-i- (2 r + iytgn 

26 
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14. 
Um diese Formel auf irgend einen Fall anzuwenden, wollen 
nehmen, man suche den Coef'ficienten von cos 80 it in dem Producte 

sin'^^wj! + 2-|-cosM--4- 2'-J-cos2w+ 2--5^f cos3m + ■ ■ -1- 
Man hat hier 

a = l, r = 40., 5 = 50, 

2 cosw = -=:« + 1 ^ -^Z, 2y— 1 sin.«. = — }, y=^l tgn = — -^- 





y—1 


woraus 




(^m■, 


_ 4£<™.10.91 


lOl'.il — 8l''..i 


folgt. Lind da 




ßim 


1 100 . 99 . 98 . . . 91 




2" 1.2. 3... 10 ' 


.so wird man sehr nahe 




c»« L 


4 . B . 10 . 13 . 91 100 . 99 . 98 ... 91 


2" 


1559944 1 . 2 . .3 ... 10 


haben. 





15. 
Ist p eine ungerade Zahl gleich 2r + 1, so wii'd sich für (J ^ der folgende 
Werth ergeben : 

.^jgWßür+l _|_5<ä)„Sr+3 _^ßW^'ir+i _j j__ßPr)^4^^_, 

oder, wenn man die den Grössen y und i/' im §. 9 beigelegte Bedeutung 
beibehält, 

(.(3.-H> _ 2cosC2i- + \)n sm^sre 

+ 2 V^^ ;/Kin(2r + 1)k + 2 ]/— 1 1/' cos(2c + 1)7*, 
woraus sich ergiebt 

-2Cj— •)ß".™"»si„(2,. + l)„/i!?^l>d„ 

= (, - .OB""™'.,!«— ./j^i:;^,;»- «»«/^_j^<i») . 
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16. 
Zwischen den Grössen C ' , C , C etc. kEinn man auch eine Relations- 
scala aufstellen. Es war nämlich 

sm^^uF'(u) = 6'™-|-6'"'coswH-6''^'cos2mH 

gesetzt worden, wo 

ß"(,A = 1 — a a ^ _ ]/ — 1 sinn 

1 — 2acOüu + aa cosre — -cosw 

MLiltiplicirt man daher einerseits mit — Y — i sin« und andererseits mit 
cosn — costt und vergleiclit die Goefficienten der Gosinus derselben Vielfachen 
von u mit einander, so hat man die folgenden Gleichungen: 

= C'"cos«-iC''' — fC™, 



= C<^''-'>cos«-^C''='-iC(^'-^', 

mit deren Hülfe man sämmtliche Ooefficienten C ' , C etc. bestimmen kann, 
indem man entweder von den beiden Goefficienten C ""'" , C " herabsteigt oder 
von C aufsteigt. 

17. 
Wir wollen jetzt die ungeraden (2q -+- 1)'™ Potenzen von sinM betrachten 
und das Product von 

sin^4+iM = 5"*smM + B'-^^sinSu -+- ß^'^sinöu -\ h B'-'"^'^ äin(2q -\- l)u 

mit F'(u) bilden. Nennt man D™, D^^\ Z>'''^ etc. die Goefficienten von sinw. 
sin2M, sinSis etc. in diesem Product, so werden wir allgemein 

!)'■'■' = B'-'^af-'-hB'^'^ai>'^ -+- B'-'^a"-^ H 1- iJ '''+'' kp-^j-i 

— B^'^a>-^' — B'^^^aP+^ — ß<^'af+^ ßf^s+'JßP+zj+i 

haben, vorausgesetzt dass p gleich oder grösser als 2q -\~ l ist, und dieser 
Ausdruck redueirt sich auf 
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18. 
Es sei jetzt 

IX 2-^+1 
"und p zuerst eine gerade Zahl gleich 2r, so findet man leicht 

was man aaf 

zurückführen kann, wenn man 

j/" = £'''sinm + £f''sm3w + -B'''siE5«H \- B'^''~^^'>sm(2r — l)n, 

y'" = Sf"'*''Gos(-2r + l> + £'''-^^'eos(2»-+3)«H hß'-^+"cos(2g+ l)w 

setzt. Die Werthe von y" und j/'" werden von den Gleichungen 

-^— siuJi— (2(/ + I);i/" Cüsra = -+-((/ + r-H l)ß'^'"'''^sin2rH, 
abhängen, welche iiitegrirt 



' = -(5 + '-+l)fi'""""-'"'"'»/£fS 



i^n 



geben. Schliesslich erhält man hieraus, wenn man das Glied, welches in den 
Constanten der Integrale mit einbegriffen gedacht werden kann, foi-tlässt, 

D^"-' = 2Y~-^l{q + r+^)B''^''^'\\-a^':+'ndn2rnj~^^^dn 



J SJ 
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19. 
Wenn dagegen f = 2r-l-l, erhält man 

_£(')„!,+! _j3(»„»+4 .b"'""(i* 

+ B"'+'Io" +B'"+»o= h h £'"+" o'--^' 

was auf 

i)<"+" = —2Bm'i+>>ism(2.-H-l)» — 21/^^1/" oos(2i' + l)» 
— 2y=l j"'sm(2i- + l)» 
= 2V--l(5 + .-+l)B'"+'>>m'«-»™(2r+l)./4?^"-d„ 

_ 3 y:::^ Cj +,. + 1) i><"+" sin*+' » cos (2)- + 1) » JJ^lJi- <i« 

führt. Derselbe Werth kann auch, wenn man zur Eeihe y" ein Glied hinzu- 
fügt und von y'" ein Glied fortnimmt, auf folgende Art geschrieben werden: 

_ 2 ]/^^ sin (2r + 1)« \f' — B'"+" cos(2r + 1)m j ■ 
Summirt man die Reihen, wie zuvor, so gelangt man zu dem folgenden Ausdruck: 

der für den Gebrauch, dei' davon im Folgenden zu machen sein wird, mehr 
geeignet ist, 

„Aus den in den §§, 9, 15, 17, 18, lö gegebenen Formeln sieht man, 
dass für or = die Werthe der Coefficienten (f^""^^ und Z) ' verschwinden, und 
die Werthe der Coefficienten C"'^ und D"'^" respective gleich £*"'' und 5*'^" 
werden. Es behalten also die Coefficienten (7 '' und T> ^ immer endliche 
Werthe. Wenn man in den Integralen, mittelst welcher diese Coefficienten 
schliesslich ausgedrückt worden sind, « für n einführt, so sieht man leicht, dass 
jedes dieser Integrale in eine Reihe entwickelt werden kann, weiche nach den 
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ganzen positiven Potenzen von a fortschreitet. Diesen Reihen dürfen keine, 
constanten Glieder hinzugefügt werden, oder es müssen diese Integrale so be- 
stimmt werden, dass sie für « = verschwinden. Denn durch diese Constanten 
Glieder würden unendliche Grössen von verschiedener Ordnung erzeugt werden, 
die sich also nicht gegenseitig vernichten können, und die auch nicht von den aus 
den Eeihenentwickelangen der Integi-ale hervorgehenden Grössen zerstört werden 
können, weil aus diesen Entwiekelungen keine negativen Potenzen von a in den 
Ausdrücken der Coeffieienten C ^' und ö'" entstehen." 

20. 
Nachrlem im Vorhergehenden die Natur der Coeffieienten untersucht 
worden ist, welche aus der Entwickehmg jedes einzelnen Gliedes der Reihe 

hervorgehen, wollen wir jetzt den Coeffieienten von ^mpu in der Entwickelung 
der ganzen Reihe suchen. Es sei P der gesuchte Coefficient, den man in zwei 
Theile F' und P" zerMt, von denen der erste die Summe aller Coeffieienten 
enthalten möge, die aus der Entwickehmg der Glieder der Reihe von Anfang 
an his zum Gliede 

1 .2.W...P duP-^ 

inclusive hervorgehen, der zweite die Summe aller Coeffieienten, welche von 
den Gliedern der Reihe von 



gp+i 


d' 


'[siii»+i »*"(«)] 








i.2".3:..(p+i) 


dut 




an bis in's Unendliche herrühren. 












Um P' zu haben, setze man 


21. 
nach 


und nach in den oben 


(§§■ 


5 und 1 


') 


gegebenen Functionen C " und D '' 


für q die Wei'the 








0, 1, 2; 


3, 


. . . , 1? 








und multiplicire die erhaltenen Resultate 


i'espective mit 








■p h -f^"' - 


1.2.3 


'•'' -^V.iVSA'''- ■ 
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SO wird man 

I" = '^_^ y^l aP ,in n - -~ p aJ> sm^ n 

+ 172-3 1'- ' i»'«'™'» + ■ ■ • ± -nOTTTT'" 

haben, wobei p gerade angeiionimen ist, und das obere oder untere Zeichen 
genommen werden muss, je nachdem ^p gerade oder ungerade ist. 

Setzt man — - statt e, so kann der Werth von P' in die folgende Form 
gebracht werden : 

-p yiTi tgn (-^ ^y-Titg«)^ (- py —\igny \ 

"" """" 1.2 "^ '^~ "\.^'.-A...p J 

p 1"^ 1 "^ 1.2 ~*"l.2.3"^ i.'2.3...pj' 

die keine Zweideutigkeit des Zeichens mehr enthält und auch tiii' den Fall gilt, 
wenn p eine ungerade Zahl ist. 

22. 
Die Summe der gefundenen Reihe kann durch ein Integral dargestellt 
werden. Setzt man nämlich 



l ^1.2^ ^1.2.3..>' 
ilt man durch Diöerentiation 

dz , .T x^ •"*-! 



11.2^ ^1.2.3...(p— 1) 1 .2."3...p 

Durch Integration dieser linearen Differentialgleichung findet man 

Es wird also, wenn das Integral von bis pf genommen wird, 

. ^ , , p/ , irfl . (pff . . (Pf)' 

^ 1 "^ 1.2 '^1.2.3'^ "^ 1.2.3. ..p 

Ist auf diese Weise s gefunden, so hat man 

, _ 2KPg __ 2eP3 

- —fT - pa+fy' 
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23. 

Um den Werth des Integrals für ein gi'osses f zu erhalten, wollen wir 
zufolge der irn §. 7 angegebenen Methode 

'•i-' = (pn'i-"i-, 

oder, wenn man die Logarithmen nimmt, 

t = phg(pf) ^ plogx ~ p f + te 
setzen. Die Dift'erentiation dieser Gleichung giebt 

oder 



dt 

Entwickelt man ,t' in eine nach den Potenzen von t fortschreitende Reihe, so 
wird das erste Glied dereelben />/'. Setzt man demnach 

SO wird 
und 



e- 



^^1^ fl_ = (f^i^pf,^2(f~-i)ct + 'd(f~l)d{ 



= pf-i- iC-H c --\ . 

P 
also, wenn man die Coefficlentcn derselben Potenzen von ; mit einander 
vergleicht, 

s=_j_ „= /..... j=m±i) 

/■_!' 2(/-l)- • 6(/-l)«' ■■■ 

— / /' f_ t^ 

"-!''+ f^X- 2(7- i)T "y + ■ • ■ • 
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und. wenn man von a; = bis x=pf, oder, was dasselbe ist, von f. = co bis 
; = integrirt, 

--' +1.2.3. ..yl/-l (/-D'J. + (/-1)=J.'+ ) 
Diese nach den fallenden Potenzen von p fortschreitende Reihe hört auf, con- 
vergent zu sein, wenn 

1 



und kann daber für eine wenig excentriscbe Bahn nur bei überaus grossen 
Werthen von p angewandt werden. 

24. 
Um eine Reihe zu erhalten, in welcher sich die Potenzen der Excentricität 
nicht im Nenner zeigen, wollen wir zu einer anderen Substitution unsere Zu- 
flucht, nehmen und 

oder 

^lOgflJ — .« = p\ogp — p — tt 

setzen. 

Löst man diese Gleichung durch Reihenentwickelung auf, so findet man') 

2(^ t^ 2t> t^ 



-Y^pt- 
equem 
-A'Ypt -+- A"t^ - 



9y2p 135p b40py2p 

welche Reihe der Bequemlichkeit der Rechnung halber durch 

A"'t^ A"'t* A^'f" 

—TT. \ \ -= H 

VP P PVP 

bezeichnet werden soll. Man hat dann 

fa!Pi-''da)=p<'i-i'fi-"(A'-\/2J + 2A"t + BA"' ~ -+■ iA'"' — + ÖA-' —— 

•> ■' \ Vp p PVP 

und, wenn man die A¥erthe der Integrale 



jti-"dt, ft'H-"d 



*) Legendre, Er.ev.ices de calml inlggral, Troisirtme Pa.rtio, page MG. Es ist hier der Grosse 
l/2p das Minuszeichen gegeben worden, damit ( für x<p immer positiv bleibt. 
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substituirt und die übrigen durch partielle Integration auf das Integral ({-'"-dt 
reducirt, 

-fH->UA" + !LA"' -^ + \A"'-+ ■;A- fp-+ 14«^+...),:-« 
^ yji p pyp p' J 

-p,i-.h^A'-^ + '^^A-'--l-+'-fA"f+..]i-« 
^ P pyp p'' y 



25. 
Man setze der Kürze halber 

jien-'dn = fi-rhyp ji-'dt— (t 
A'+',A'"-^- 



r T" 

■ ^ -X 

p r 



4 p. 



4^"+ i^"'^+ ^A'-- + .- 

Vf P 


■ = T, 


'-^A" + '-^A'-L+-' A"< — + -- 
VP P 


■ = 3", 


'-^A-"+ 


= T", 



Die Grössen T, T', T" etc. können durch successive Differentiation aus ein- 
ander gebildet werden. Man hat nämlich, wie man leicht sieht, die folgenden 
Gleichungen : 

p ~ 2( W( '^' yp /' 
p2 ^ ^t\p dt * pY^}^ 



deren Gesetz am Tage liegt. 
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Es wird aber, wenn man die G-leichung zwischen x und t differentürt, 









T: 


X — 


p ft 


^^- 


(1/2 








Diffi 


:rentiirt 


man 


von Neuem und substituiri 


: den Werth von 


ix 

dt ' '" 


erhält 


man 






P 


"~(5 


fX 


Tp + 


1 












■■-vY 


It^i^ft' 




und 


hicT'aus 
























P' 




<+f'x 31/y 


1 

24l/5"l/y!' 


1 

'"^288vfpV? 


f ' 





Das Integral mnss von x=0 bis x =^ pf, oder von t = oo bis t ^ &■ 
genommen werden, wenn man & den dem Werthe x-^pf entsprechenden 
Werth von t nennt. Bezeichnet man mit 

das Integral ( i~" dt von t = & bis ( = oo und bemerkt, dass die Function 

für t = oo verschwindet, so erhält man 

^x'i-'dx = y'i-fj-^j/y <l«C»)-(j' + y + |ä' +■■■)*"")' 

wenn man in den Ausdrucken von T, 2", 2"' etc. pf statt .r und ^ statt ^ setzt. 

26. 
Wenn x = p/', hat man 



so wird 

Man wird die M'urzelgrösse mit dem Zeichen + nehmen, wenn x<^_p, d, h. 
/"<; 1, und mit dem Zeichen — , wenn x':>p. d. h. /■ >- 1. 

27* 
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In diesem letzteren Falle bemerke man, dass allgemein 

wenn mit n das Verhäitniss des Durchmessers zur Peripherie bezeichnet wird. 
Substituirt man den Werth von t, so erhält man 



^A" + lA"'i 


+ iÄ'n' 


-t 








"^" + "A 


•5h 




f 


2y2s.- 


1 


if-iy 


\2Y2i 


'-^ ^« + ^- 


-A-'"b + - 




2f' + f , 


3 


1 



T" = 

^ "(/— 1)^ '^ 4V^ ~ 24y2 ö"^ ^ 288V2 6 " 
Diese Ausdrucke zeigen, dass, wie auch der "Werth von e beschaffen ist, 
keine der Grössen T, T' , T" etc. unendlich werden kann. Denn für e=0 
hat man f-=l, 6 = 0, und die Reihenausdrücke von T, T', T" etc. reduciren 
sich auf ihre ersten Glieder, während die geschlossenen Ausdrücke derselben 
Grössen die nnbestimmte Form 1 — -1 annehmen. Wenn e = 1, hat man 
f=0, h=^oo, und die gedachten Reihen haben, obschon sie aus unendhchen 
Grössen zusammengesetzt sind, eine Summe, die gleich wird. Entspricht 
aber auch dem Werthe « = 1 der Werth b = oo, so braucht man doch nur 
e = 1 — y-J-§7j- zu setzen, um b kleiner als die Einheit zu haben. 

27. 
Man kann jetzt den Werth von s: erhalten, indem man von i''^ das Pro- 

duet des gefundenen Integrals mit t „ „ abzieht. Hier ist aber der Ort 

° ^ 1. 2. 3.. .|) 

zu bemerken, dass das fortlaufende Produet 1.2.3,..^ nichts als der AVerth 
des Integrals {x'^i~''dx für die Grenzwerthe x ^ und x = oo, oder t = -\- oo 
und ( ;= — CO ist, für welche 



*(») = V«, [■r + ^ 



und daher 



'''AY]>n 
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wird. Man erhält daher 

und schliesslich 

p\i+fj i y?i \ p ii" j aYp?, I 

28. 
Der Fall f=^l, der uns die Summe der endlichen Reihe 

^1^1.2^ ^ 1.2.3...J) 
giebt, verdient eine besondere Berücifsichtigung. Man hat für diesen Fall 
i = 0, m(Yhfp} = i]f^, •-»•=!, T=A" = i, r' = 24" = — ij,, . 
und endlieh 

1 











, = . 


Ki 






-H 

rVy + '-O 










= 


•■'{i- 


-yfc(: 


2 

sy? 


23 




270|i y^i 


Für 


r = 


= oo 


folgt 


hieraus 
















1 + 


f+ 


fi+- 


■+i 


,2...y 


Da 


nun 


abe 


r die Reihe 














1 1 


f 1 


?' 




?•' 




p»+> 



1.2^ ^1.2...j>^1.2...(p + l)^ 
^ wie i^ ist, so sieht man, dass der Theil der Reihe, welche i^ ausdrückt, 
vom Anfange an bis zum grössten Gliede nahe gleich dem anderen sich in's Un- 
endliche ei-streckenden Theil ist, und zwar mit desto grösserer Annäherung, je 
grösser der Exponent f ist. 

29. 

Wenn die Excentricität sehr klein ist, so bildet die Function P' den 
Haupttheil des Werthes von P, da P" nothwendig eine Grösse von der Ord- 
nung von e*"*"^ ist. 

Setzt man daher nach Division von /■" durch e^ im Quotienten e ^= 0, 
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SO wird man den Zahlencoefficienten von e'' im GHede Psmpu der Reihenent- 
wickelnng von v erhalten, und da /*= 1, wenn e = 0, so wird dieser Coefficient 

e^ 2r.pV^ 1^1.2^ +1.2.3...^j' 
was mit dem vom Grafen Oriani in den Mailänder Ephemeriden für 1805 
gegebenen Ausdruck übereinstimmt. Snbstituirt man die Entwickelung in eine 
unendliche Reihe, so wird 

30. 

Man suche z. B. den Coefficienten von e'^sinl2u. Behält man nur die 
beiden ersten Gheder der unendlichen Reihe bei, so findet man*) 
L2, = 1,3802112 i ^ _^ 

Ln = 0,4971499 2 



Lipn = 1,8773611 


Ly = 0,1332646 


Ll/2^ =- 0,9386806 




Li = 0,4771213 


pL-^y = 1,5991740 


1,4158018 


Lp = 1,0791812 


Li = 0,6020600 


iP 




^2^ = 0,5199928 


L ,j = 9,1862582 


l(i-i ^="1 = 0,0620375 


4 nicoceo 


L^ = 0,5820303, 


svw« • 


und daher nähernngsweise ^' = 3,8197, während HJIjJ = 3,8143 der ge- 


naue Wcrth ist. 






31. 


Um P" oder den Coefficienten von ampit in der Reihe 


«»+• \d'[amr*'uF'(a)] 
1 . 2 . 3 . . . (y + 1) l du' 


p + 2 duP+' 




.' <i'+'[siw+«„F'C»)] , 1 




(P + 2)Cy + 3) <««'+' + J 



•) Mit log werden die hyperbolischen, mit dem Buchstaben L die Lugarithoieii der Tafeln bfizeiehuet. 
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ZU bilden, wollen wir wieder damit beginnen, -p gerade, gleich 2?-, anzunehmen. 
Wir wollen dann die Reihe in zwei Theile theilen, deren erster das 1", 3", 
5"' etc. und deren zweiter das 2'^, 4'% 6" etc. Glied umfassen soll. Es sei Jl 
der Ooefficient von 8in2?'i( in der Entwickelung des ersten Theils, Tl' der Coef- 
ficient desselben Sinus in der Entwickelung des zweiten Theils der Reihe. Um 
JI zu erhalten, wird man in dem im §. 18 gegebenen Werthe von T) '' nach 
mid nach 

g ~ r, g = r4-l, y = r-l-2, ... 

setzen. Bei diesen Substitutionen ^t in Bezug auf die Werthe der Zahlencoei- 
ficienten B Folgendes zu bemerken. 

„Die Zahlencoefficienten B "^ waren durch die Gleichung 

sin^v+% = P""ainw + ß'*" sin 3m H h B'"'^''aiii(25 + 1)m, 

oder 

definirt worden. Man ersieht aus der Entwickelung des Binoms, dass der Ooef- 
ficient von X immer positiv ist, und dass die Zeichen der folgenden und vor- 
hergehenden Potenzen von x immer abwechseln. Es wird daher das Zeichen 
von B gänzlich unabhängig von q oder von dem Exponenten der zu ent- 

wickelnden ungeraden Potenz des Sinus und positiv oder negativ sein, je nach- 
dem T gerade oder ungerade ist." Es wird demnach, wenn 

q = r: ± B'-'"^'^ = ± B^'"^''' = 

q = r + l: ±B '''-" = ± B^"-^'> = 



-^1. 



WO das obere oder das untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem r gerade oder 
ungerade ist. 

Substituirt man diese Werthe in dem im §. 18 gefundenen allgemeinen 



2» 


-2"' 






1 

2'i 


2, + l 

1 ^2 


1 2r + 3 


; 


1 

2% 


1.2 


1 (2.- 

— 22-4-1 


+ 4X2r + 6) 
1.2 


1 

2» 


(2j-l).2, 
1.2 


.(2? + l) 
.3 






= 


1 (2r + 6)C2r + G)(2i 




2».« 


1.2.3 
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216 CARLINPS UNTERSUCHUNGEN ÜBER DIE GONVERGENZ DER REIHE, 

Ausdruck 

SO erhält man für die nämlichen Werthe von 5, die im Vorstehenden betrachtet 
sind, die folgenden Atisdrücke von ±lT) '' : wenn 

J sui'"'^''n J 
Um .IT zu erhalten, hat man diese Ausdrücke respective mit 

1.2.3... (2r -h 1) ' ~ 1.2.3...(2/'H-3)' 1.2.3... (2 »M^J ' '■' 
zu raultipliciren und hierauf sämmtüch zu addiren, woraus sich 

"= i.2.a...2r ^° '^° "' 

ergiebt, wo 

/a^^dn r^e^sia^n C a~^''dn r*e*sm*n ra~^''dn 

sin^'-+% ~ l.(2»-+l) J^m^*^"^ 1.2.(2r+ l)(2r4-2) J siii«'-+% ' 

^ "^ J ^n^"^^+% ~ T.(2r + 1) J ^ri^^^i^ "^ 1.2.(2r-|- lX2»--+-2) J 8m'^'-+''m 

gesetzt ist. Schreibt man tgre für esinn, p für 2r, so ergiebt sich hieraus, 

wenn man 

, _ (-^I^dn - ^^^'^'^^^ r «'^ -;„ . , . C^ ^tgT.)^ /• «"'' , 

"" J smi'^hi l.(pH-l) J sinP+% ^ 1.2.(jp + l)(p + 2) J siiiP+ew 

^ ~ J siap+^n ''" l.(?3H-l)J sinH-^**"^ 1.2.(p + l)(p + 2) J sin''+'^« '^'^ 
setzt, der Coeffit;ient 

// ^ 



Hosted by 



Google 
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32. 

Auf dieselbe Weise ist der Werth von II' aus den GHedem der Reihe, 
in denen sin« einen geraden Exponenten hat, und folglich aus den Functionen 
(j'^'^' zu bilden, für welche (§. 11) der allgemeine Ausdruck 

gegeben worden ist. „Die Zahlencoefficienten B ' sind durch die Gleichung 
oder 

definirt worden, woraus man wieder einsieht, dass, wie auch q beschaffen sein 
mag, ß'"* immer positiv ist, und dass allgemein das Zeichen von B "' positiv 
oder negativ wird, je nachdem r gerade oder ungerade ist." Man erhält daher 

j- , 1 _L uM _i_ d|2s— a) 2« 2»"~|-2 

f,, „ = , + ■>. + ^(^0 ^ + B^"~''> ^ gj - ^>-^g = (2,. + jxa^M^ . 



liü- g = r + 3: ±B'^'^ = ± ]>.'"■ 



(2q-2X2q -i).2q 
1.2.3.2^*-' 



(_2r + 4) (2r + 5)(2r + 6) . 
1.2.3.2^'-+* 



Es wird folglich 

1,2.2'^'-+"' ( J sm^'^+^/i 

— «^'' ( ■ .... r- dn\ ; 



28 
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oäer, wenn man p statt 2r setzt, 

WO immer das obere oder das untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem r oder 
Xp gerade oder ungerade ist. 

Um H' zu erhalten, hat man diese Werthe der Reihe nach mit 



1.2...(p + 2)' 1.2. ..(^ + 4)' 1.2...(;> + 6)' ■ ■ ■ 

zu multipUciren und hierauf zu addiren. Auf diese Weise findet man, wenn 
man wieder tgn für esinn schreibt und 

„ _ r a-'^' gptgn)' f a--'-' (tytg-)' f «^- ^^ 

~J sm»+% l.(y + 2)J Biiif+=» ^1.2.(p + 2)Cp + 3)J 81*+'» 

J sinr+'n l.(;J4- 2) J sin'+'n ^ 1.2.(y H-2)(p + 3)J aitf+'u 

setzt, 

1 . 2 . . . (p + 1) 

33. 
Wir wollen jetzt die Reihe 

, ^ 1 I (iy)' I (jryj')' 

t.(p + l)sm% 1.2.(|/+l)(y + 2)sm«» 

^ 1.2.3.(p + l)Cp + 2)(p + 3)sm««^ 
betraehten. Wenn man s mit 
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mLiltiplicirt, das Product integi'irt und nach der Integration 

setzt , so wird man den Werth von z bekommen. Es wird also vor allen 
Dingen der Werth von s zu suchen sein. 

Zu diesem Zweck addire man zu dem Werthe von -^-^ den Werth von 
-^7-, mit — multiplieirt: man findet dann leicht 

cPs 2p + 1 ds 
dx'^ X dx 

^inhi 1.2.(p+l)siii*m 1 .2.3.(2>-l- l)Cp -i-2)sin% 

d. i. 

iPs 2p -+- 1 ds p^ 

d.'n'^ X dx •iin?n 

34. 
Die gefundene Differentialgleichung erniedrigt sich auf die erste Ordnung, 
wenn man 

setzt, und gicbt 



Diese Differentialgleichung gehört zu derjenigen Classe, deren Auflösung 
Euler mit Hülfe bestimmter Integrale bewerkstelligt hat; man erhält durch 
dieses Hülfsmittel, wenn man statt sin*« seinen "Werth ^ — setzt, 

wo das Integral von (^ bis t^ -.== zu nehmen ist.*) 

^ yi — ee ^ 

35. 
Will man den Werth a'ou i ffir den Fall, dass p eine sehr grosse Zahl 
ist, in eine Reihe entwickeln, so wird es zweckmässig sein, statt der Integral- 

*) Laeioix, Traii^ des diff&encss et des s^ries (p. 491 , Edition de I8ÜU; p. 540, üdition tlo 1819). 

28* 
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fonnel sich der im vorigen Paragraphen gegebenen Diifereiitialgleichung erster 
Ordnung zu bedienen. Um den ersten Tenn der Entwiekelung zu haben, wel- 
chen wir T nennen wollen, setze man die auf beiden Seiten der Gleichung mit 
p multiplicirten Glieder für sich einander gleich, wodurch man 

X.. 4r _ 4 



folglich 



Uf 



Man setze daher 



36. 



und substituire diesen Ausdruck von y in die Differentialgleichung, so wird man 
nach Fortlassung der in p multiplicirten Glieder, welche verschwinden, folgende 
nach den fallenden Potenzen von p geordnete Gleichung haben: 

nx p dx p' dx 

4-7r'-H^(iy'^+Fy")+-\(5''J"' + i'>"") + --- 

y+27' 1 Y'-^2Y" 1 y" + 2r"' , 

_l . 1 1 _ — — . -^ ^ 

X p X p' X 

woraus sich die folgenden Gleichungen ergeben; 

( 2\ rfY" Y" 



37. 
Um die Wuraelgrössen zu vermeiden, setze man 



■l+--.7- = < 
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DURCH WELCHE DAS KEPI.ERSCHE PROBLEM GELOBT WIRD, 
nan erhält alsdauii 



dY 2 da 2 , ,, 



hieraus folgt ferner 



Y 2 , ,, 



g die g'^ sia^7i 



dY'_ _ __i 2«; 

dx g'^sir^n ^*siE 



l-Y'^ : 



Demnach wird 









-Ci' — 1) r^-ä — I — ! Hn^-i f^ , ■ , - 



38. 

Man mnltiplicire jetzt diese Grössen mit dx; bemerkt man, dass 

dx gdg xdx a:^dx __ , ^ 

X ~~ (/^ — 1 ' sin^m J "■' siQ% —- il\9 ) il-, • • ■ ■> 

so wird man 

haben. Die Integration dieses Ausdrucks giebt, wenn man die Constante so 
bestimmt, dass das Integral für x = oder ^ = 1 versch-windet, 
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„Da die Fanction y durch eine Dlffei-entialgleichuiig erster Ordnung 
definirt worden ist, so enthält sie eine willkürliche Constante, welche hier so 

zu bestimmen ist, dass y = - - :>- für x = Q verschwindet. Die eben für y ge- 

fundene, nach fallenden Potenzen von p geordnete Reihe erfüllt diese Bedingung. 

Damit ferner das Integral derselben iydx den Werth — log* erhält, muss dies 

Integral, wie im Vorhergehenden geschehen ist, so bestimmt werden, dass ea 
für a; ^^ oder ^ ^ 1 verschwindet. Es giebt daher der obige Ausdruck von 
iydx, mit -|-j) raultiplicirt, die Reihe logs. 

In der im weiteren Verlauf der Rechnung nach n auszuführenden Inte- 
gration wird dieselbe über solche Werthe der Variabein ausgedehnt, flJr welche 

^-5— von :t ^ bis abnimmt. Da für x'^ der Werth — tg^ )i = 1 — e^ zli 



setzen ist, so wird = 1/ 1 -i — ^- gleichzeitig von }/ \ — e'^ bis 1 wachsen. 

Die hier anzuwendende Reihenentwickelung musste daher die Eigenschaft haben, 
dass sie, wie die vorstehende, für der Einheit benachbarte Werthe von g oder 
für kleine Werthe von x gültig bleibt, und es konnten daher die Werthe von 
y und iydx für ar = zur Bestimmung der Constanten gebraucht werden. 
Man kann noch bemerken, dass für die Wurzelgrösse g deshalb das positive 
Zeichen gewählt werden mues, weil, wenn man für ^^0 den Werth von 
g = — ^ 1 annähme, die für iydx gefundene Reihe wegen des Grliedes log((/-|- 1) 
unendlich würde." 

39. 

„Aus dem gefundenen Werthe von ( ydx leitet man 

s = ,:"■■''", 
und hieraus 

C «-'' 

ab, wo man nach geschehener Integration x'^ = — tg^/; oder a' = V I — g- ^ /■ 
zu setzen hat. 

Da s durch die Grösse g ausgedrückt worden ist, so wollen wir auch 
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die beiden Factoren, mit welchen s unter dem Integralzeichen mnltiplicirt ist, 
durch dieselbe Grösse ausdrücken. 

Aus 

" sin^n 

folgt 





man 


daher 




"1 

COSJf — 

cosra-f- 


.»' , 1 + ä 


r« — (,2 




-9" 1- 


-?■ ' 




. -f^ sin» = '>_11^ 






y--T.m» i'i + '' 


— (/ä — * 


ferner 


yi- 

(-J'iyT^.-r^ 






,_"-'+''_yi+»'-»' 


daher 


. -,vi + .,._j. ' 






i)i» nyi+^^-s'+^i'wj' 


Setzt 


2a 


;'+> ■' yn-ie>- 


-j' 






logS = j,log()/l+a:>—j> + ^)—ykg2 + kg» — ilog(l +;!!' — </=), 
oder, wenn der für logs ^ ^p (^/(/a: gefundene Wei-th SLibstituirt wird, 



logS =y[log(yi+«'-7+.«)-(l-s)-loga +j)J 
-ibg(H-«»-j')-ilog,, 

Nach geschehener Integration hat man 
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oder 

zu setzen. Es wird daher für die Endgrenze der Integration 
oder ebenfalls 

s = f- 

Bestimmt man das Integral so, dass es für « := verschwindet, so wird für 
die Anfangsgrenze 

9 = 1. 

Setzt man daher x ^ f nnd 

f = P^e't, 
indem man /' und e als gegebene Constanten und mii" t als Veränderliche be- 
trachtet, so hat man von t=l bis ( = zu integriren. Kehrt man die 
Grenzen um, so wird 

löge =p\_hg(-\/T^^+f) — i + fr+'rJi-hg(i+yw+'^t)] 

-iloS(l-«%)-ilog(/' + «=t) 



und von ( = bis t ^= \ zu integi'iren ist." 

40. 
„Um Iog(Vl — e^t -{- f) nach den aufsteigenden Potenzen von t zu ent- 
wickeln, bemerke man, dass 

(ilog(l/l^Ä + /) = ,"1 ... ^JL — 

= ^_ . JtiEZi^/ ^, 



21/1—«»! «'(1 — 



-if- 



-^ ver- 



Hosted by 



Google 
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wandelt, so erhält man 

Es wird daher das doppelte Differential des in dem Werthe von log(? in p 
multiplicirten Ausdrucks 

_ f __ /_ 1 1 dt fi^dt 

~ X^f'l^eH yfä_,_g!( \i—t YP-^eH 

= {, f -^yp + i^.]^^. 
lyi — «n li — ! 

Es ist aber 

und daher 

l_i Xyi^eH i 2/ 8/^'' 16/" 

Integrirt man und multiplicirt mit -i-p, so erhält man für den in jj 
multiplicirten Theil von log(? 

Wenn p eine so grosse Zahl ist, dass auch noch ~-^ sehr gross ist, so setze 
]nan 

^~t^ = u^ oder t = ]/^ 4; 
es wird alsdann die Integration, welche von t=.0 bis 1=1 auszuführen war, 

in Bezug auf u von bis V-öy auszuführen sein. Der vorstehende Ausdruck 
wird 

Bemerkt man ferner, dass 

= -.iiog(i-.y'y)_ibg/_i,.g(i + ^)/^") 






-,i„,f^l=lfl'-^.^l±lf'- 



29 
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so wird 
















logt? 


= -~p{\ 


-/)-ilog/-»= 


1 

ypvv 


,1(1-2/') 


»-(i- 


-2/>)«-l 






-w 


1 1 5 
,12^8A 24/""^ 


1+^^'». 


.' + 6/ 
2/> 


-».}.. 




tind 


dalier 














G 


iM' 


--^i-^. 


,-"--[(1 "- 


/■■)«-(i- 


-if)u'\ . 










rt " 










+,4, [-*+*«' 


-!«• + *' 


«• + (.i.-«- 


■ + JJ- a< 


-#««)/'= 










+ tV, 


P + (3«'~ 


!«< + « 


•)/'] + ■• 




Dit 


: vorstehende Grösse hat man mit 














it = 


^l/ft? 









ZU multipliciren und von i( = bis ^( = \^-ij ^'^ integriren. Man kann aber 
die Integration der Functionen {'"'"'u"'du in Bezug auf u hier von bis 00 aus- 
dehnen, da die von V^y bis co genommenen Integrale derselben, welche ab- 
gezogen werden müssen, Werthe bekommen, welche die Exponentialgrösse 
i ^^ zum Factor haben, und welche in dieser Untersuchung, wo man sogar 
die höheren Potenzen von — nicht berücksichtigt, nur für kleine Excentrici- 
täten in Betracht kommen können, in welchem Falle man sie durch ein ähn- 
liches Verfahren, wie im §.25, auf die Transcendente *P(y^y I reduciren kann, 
die sich immer durch bekannte Methoden leicht berechnen lässt. 
Nimmt man die Integrale von bis co, so hat man 

f./— du = i V^ , /"m^ i -"" dw = J V ^" , 
i ui-'"'du = i, j K^i''"'du ^ i , j u^i-'"'du = 1. 
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Es wird daher 

ype'v sypi//' 12p •' 

und 

' ' f^' y fr -ipW' ^^VT' '' 

Man sieht aus der vorstehenden Rechnung, dass das eine in muittpÜcirte 

KP' 
Glied aus zwölf Gliedern entstanden ist, von denen sich elf nach geschehener 
Integration gegenseitig aufgehoben haben." 



„Man erhält — s' aus z, wenn man n m —n verwandelt, wodurch 
ce, f, X in a~^ , — f, — X Übergehen.*) Es wird daher 

wo der Wei-th von logG' sich von dem oben für logG gegebenen AVerthe nur 
dadurch unterscheidet, dass in dem mit p multiplicirten Theile 

logcyi^^^i + /} in logcyr^vi - /} 

verändert werden muss. Hieraus ergiebt sich für das Differential des in p inulti- 
plicirten Theils von G' 

\ — t\yi—eH J 

Hier verschwindet also nicht mehr in dem in multiplicirten Ausdruck die 

Oonstante, und daher auch nicht in dem mit p multiplicirten Theile von log6' 
die erste Potenz von t. Hierdurch geschieht es, dass das Integral jG'dt einen 
anderen Charakter als das Integral 1 Gdl erhält und in eine stärker (^onvergirende 

aus Yf^ + 'en für ( = eiilsfanden ist, dafür immer den Werth -h/' 
29* 
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Reihe entwickelt werden kann. Wähvend nämlich dieses letztere von der Ord- 
nung --= ist, und seine Entwickelung nach den Potenzen von — ^ fortschreitet, 

KP \V 

wird das Integral jG'dt von der Ordnung — , und es schreitet seine Entwicke- 

lune nach den Potenz;en von — fort. Es wird daher, um denselben Grad der 
Annäherung zu erreichen, hier genügen, den in p multiplicirten Theil von log ff' 
nur bis zur ersten Potenz von t inclusive zu entwickeln, von dem in p*" multi- 
plicirten Ausdruck nur die Constante zu nehmen, und es kann der in — multi- 
plicirte Theil ganz fortgelassen werden. Man erhält auf diese Weise 



Setzt man 



i«'-a:^^r^-^^ 



pft=v, dt= --p, 

Pf ' 



so ist das Integral, welches von i = bis ^ = 1 zu nehmen war, von w ^ 
bis V = pf auszudehnen. Nimmt man, was gestattet ist, för die obere Grenze 
oo, so erhält man 



/"■' 



dt = 



pyr 

und daher 

(_ l)ä(i^+s>2^-lc^^M/-l)aSJ' 



-l3 



pr'vf 

Mit derselben Annäherung erhält man auch den Werth von z' mittelst der 
Formel des §. J2 



^,p(n)dn = -Tf^-^ 



Es ist hier 

\ogip{n) = logs+plogß — (^4- 2)Iogsinji 



= p{9~ 1}— /"log^ ,, ■ +;>«)/— 1 — (j:»-i-2)Iogsin/i- 
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und, wenn man in Bezug auf n differeiitürt, 

'fl^LffW = JO^f +yy-i „ (p + 2)„„tg« - Af^. 

dn g + \ dn ^ ' ^'^ ^ " 2g dn 

Substituirt man hierin die Werthe 

„-_./■ ^ _ _ ^_^K» ,. __ / 



dn 



-fy-i, 



und behält nur die in -p multiplicirten Gli 



ieder bei, so wird 



und daher 

y=i2' = y— 1 Ji/i(ii)ii» 

oder 

^ %pPAff \ f J ' 

-was mit dem im Vorhergehenden gefundenen Werthe Übereinstimmt. 
„Aus den für z und z' gefundenen Werthen ergiebt sich 

Multiphcirt man diesen Ausdruck mit 

so erhält mari 

/7 = — 



42. 

„Wenn die Excentricität so klein ist, dass 4^r ^ ^ keine beträchtlich 

grosse Zahl wird, so muss man die Integration in Bezug auf ti von bis Yh, 
statt von bis oo, ausdehnen. Ist die Excentricität aber so klein und dem 



1.2.3...J) y— 1 


1.2.3...y 


, pr ur irV-V / Y2n 
'l.2.3..,pV Yf 


i + e' y2n_ 
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Verschwinden nahe, dass selbst für ein sehi- grosses p nicht nur die Grössere'', 
sondern auch schon die Grösse pe^ vernachlässigt werden kann, so rediiciren 
sich G und 1 Gdt auf 1, und es wird 

V—T 3 = f_i)S(jv+a)2p-ig?^ 



und daher 

2'+' l . 2 . 3 . . .j 
In diesem Falle geht 11 aus dem einen Term 

1 . 2 . 3 . . . (p + 1) dur 

hervor und wird daher für q ^ r gleich 

j:2.3...(y + l) 
Man hat aher, wenn man in dem im §, 18 flir D^' = Z> '' gegebenen Werthe 
nur die erste Potenz von a beibehält, 

j,m = (B'"*" + n'''~"}a 

imd, da fnr q = r die Werthe 
gelten, 



pp^j ^p+i 



B"'-'> 


= ■ 


(-«■Cl-'+il 

2" 


(-1)! 
2^ 


LE„ 





" 2P+' t.2.3...(/>+l) 
;n 
hier geschehen ist, kann man 



Wenn man die Grössen von der Ordnung -^ vernachlässigt, wie dies 



P + 1 j» 

setzen, wodurch dieser Werth von JI mit dem obigen übereinkommt. 

Man sieht aus dem Vorhergehenden, dass für sehr grosse Werthe von p, 
aber verschwindende Werthe der Excentricität, dei- im §. 4 1 für e~<''+^' JI gefundene 
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Werth nicht mehr gültig ist, sondern mit 

multiplicirt werden muss." 



* 3y> 12p 



43. 
Wir wollen auch die Wertlie von z" und z'" durch Behandlung der 
Reihe 

'^I.(2r4-2)sm'n '^ 1.2.(2r + 2}(2j--t-3)sin% ^ 
suchen, welche auf die Gleichung 

d'^s' 2p'h5 ds' p^s' 

d.v'^ X dx ain^n 

führt. Setzt man 

s' = i^"/^'*" 
so erhält man 



-*üw '^^-^^^ y = -i-4— 



Es sei 



so giebt die Substitution dieses Ausdrucks 

f- + ipj. + (2p + l)i + i# + !/£ + f r + 2-^ + 2I + AI = Jf 
dic ^'^^ ^ IC p da! ^ 2p ic X "p X s\Tt7. 

und da der Werth von y schon der Grleichnng 

genügt, so wird man einfach 

!«+,£+ lj. + 2ii+2i + li=0 
'p dx -^ 2p X X p X 

haben und, wenn man die durch ^ dividirten Glieder fortlässt, 
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woraus man 

■Ml 



Da wir liiei" die Näherung nicht weiter treiben wollen, können wir 



jy'dx = j,j dx — - log l^^ 



P 

setzen, woraus 

, 2t_ 

' ~ s + i 
folgt. 

44. 
„Man kann auch den Werth von s' aus dem Werthe von s durch die 
Betrachtung herleiten, dass sich s' aus s ergiebt, wenn man p m p -\- 1 und 
gleichzeitig X in — ^jjv verwandelt. Es wird daher, wenn man 

setzt und die Entwiekelunü; nur bis zu den Grössen von der Ordnung — fortsetzt, 

,„gv = _(,+„(i_,/+,ogi±?:)_^i„g,,/+-i^(jj+^i,__j?^.^). 

Setzt man 

logs' =logs+ Alogs, g' ^g-h Ag, 

so wird, da Ag von der Ordnung — ist, immer bis auf denselben Grad der 
Annäherung 

Es ist aber 
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und daher 

■" p + 1 \;/ 2(p + l)g')' 



wot'iius man 



1 — </ (1— g)' 1— y' 



2(? + %' 
erhält, und daher, wenn man im Nenner p für p -h i schreibt, 

A log« = log -- = - lüg —^ -^^ - ^^ — ^ , 

wo keine Coiistante hinzugefügt worden ist, weil der Ausdruck i'iir f = 1 oder 
,T=0, wie es sein muss, verschwindet. Da man die höheren Potenzen von 

— vernachlässifft, kann man hierfür auch 

p 

log— = —log -V,- +log^-— — i^— t 
^ s ^2 ^2? 2pg' 

setzen. 

Man sLibstituire in dem vorstehenden Ausdruck wieder 



= - log -g- + log -- - fjj f^ + ^;^ jj^^. 



Es ist ferner 

sin« ' ' "V ' ' f 



7 f l ff i+f r(i+nr 

^ «in.! ° / ' )> 1+A I> (1+/)' 



und daher 



, /"/i+l -i\ ,/2" 1+f , / 1 

VII. 30 
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Setzt man daher 

'/ y? r^ V f > 

so wird 

emP+^n 2^ + 1 f smp+^n^ '' 

Die ersten Theile von TZ und H' bilden die Integrale 

1.2.3...P J sinJ^^ ' 

1.2.3...C^ + 1) J Äo^in ''"■ 
Bezeichnet man dieselben mit 

und bemerkt, dass 

so sieht man aus dem Vorhergehenden, dass der Factor K in den beiden Ans- 
drficken denselben "Werth 

' 1.2.3... y fy 



erhält. Es wird ferner 

1— P' = (1- F)(l- U), 



' f p 



und daher 

[/'==: U+ V~ UV= t/-H F- 

Äus dem oben gegebenen Ausdrüclc von Cr durch -« entnimmt man den Werth 
von A 

'i = y=-|0-2/>-«-2/')»'|- 
Um daher aus dem ersten Theile von IL den ersten Theil von TI' zu erhalten, 
hat man die Grösse 



J U / y,, ,A 2/> /= f li 
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hinzuzufügeil. Dehnt man die Integration von bis oo aus und bemerkt, dasa 

•2 p 2 p "^ '2P ^ ' 

80 wird jene O-rösse 

Ä' 

Setzt man för den Factor K seinen "Werth , so wird die zu dem ersten 
Theile von iT hinzuzufügende Grösse, um den ersten Theil von II' zu erhalten, 

pYf 1.2.3...p' 

45. 
„Der Werth von s'" ergiebt sich mit der hier ausreichenden Genauig- 
keit durch die Formel 



dlof^ip (n) ' 
d?t 
wo 

\ogip'(n) = ]ogÄ'4-(p + t)logo; — (j>-H3)lügsiii7i 
und 

.' = - ^■' 

Da man in dem Werthe von — ^J ^ ^ nur die in p multiphcirten Grössen be- 
trachtet, so wird dieser Werth derselbe, wie der oben gefundene Werth von 

— »^^ und es wird ferner 

an 

(n-/>iiin /y— 1 

und daher 

" /y=f ' 

Die Factoren, mit welchen man z' und z'" zu miiltipliciren hat, um respective 

die zweiten Theile von II und 11' zu erhalten, verhalten sich wie 1 zu l £1^^ 

' ^ p + 1 ' 

oder wie 1 zu ■i/']/^ . Es wird daher der zweite Theil von II' durch 

Multiplication mit «^ aus dem zweiten Theile von TI erhalten, oder es wird 
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derselbe 

Da 

e^a^-l) = ^2f(l~f), 
so wird der zweite ThcÜ von 11' auch erlialten, wenn man dem zweiten Theile 
von n die Grösse 

*1.2.3...p pYJ ' +" 
hinzuftigt. Wenn man die gefundenen Unterschiede der ersten und zweiten 
Theile von H und H' vereinigt, so erhält man 

f l .2 .6 .. .'p 

Substituirt man hierin ilen oben im §. 41 iur 11 gefundenen Werth, so erhält 
man endlich 

1.2.3...^) V ^fp ^p^fp \2^ff' 

In den voi-stehenden "Werthen von 11 und Tl' sind dadurch, dass man die 
Integration in Bezug auf u von bis oo ausgedehnt hat, die Grössen innerhalb 

der Klammern, welche mit der Exponentialgrösse i *f und der Transcendente 
^■'(Vs/) i^ultiplicirt werden, vernachlässigt worden. Der im §. 27 gegebene 
Werth von P' enthält die Exponentialgrösse i"'''''' und die Transcendente 
y^Ofphh), wo 

was von -^ nur um ■^^e'^ abweicht. Man wird daher mit demselben Rechte 

auch in dem Werthe von P' die in i~^'''' und "P^b'^p) multiplicirten Grössen 
fortlassen können, wodurch sich derselbe auf 

P' -^^ (aify 

reducirt, und zwar ohne dass dabei Grössen von der Ordnung einer Potenz 

von --- in Bezug auf den Hauptwerth vernachlässigt werden, während man m 
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dem Werthe von P' noch die Grössen vernachlässigt hat, welche in Bezug auf 
den Hauptwerth von der Ordnung — -— - sind. 

Substituirt man in dem Werthe von P" fiir 1.2.3.. .p den Werth (§. 27) 
1 .2.5...P = —p''i'<'Ä']ff7i 

so erhält man 



P" = — (ai/y — 1 + - -__-^_-. . 

Es wird daher der Goefficient von sinpw in der Entwickehmg der Mittelpunkts- 
gleichung, wenn p eine sehr grosse Zahl ist, und man die Grossen, welche in 
Bezug auf den Hauptwerth von der Ordnung -— ^ sind, vernachlässigt, 

p"- ^ \ Z-]/2p7cfJ 
wo i die Basis der hyperbolischen Logarithmen und a und f die Grössen 

f ^ yr^'e^, a = ,i 

hedenten. 

Man sieht aus der vorstehenden Rechnung, dass die Grössen, welche in 

Bezug auf den Hauptwerth von der Ordnung — sind, aus dem Resultate gänz- 
lich herausgehen. 

Das Differential von log («;■'') ist, da 

woraus man ersieht, dass, wenn e von bis 1 wächst, und daher f von 1 bis 
abnimmt , auch ai^ fortwährend wächst , und zwai' ebenfalls von bis \. 
Es ist daher für jede elliptische Bahn die Grösse « i^ eigi ächter Bruch, woraus 
die Convergenz der Reihe folgt. Entwickelt man diese Grösse nach den Po- 
tenzen von f, so erhält man 
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Man sieht fcrnei", dasw 

"« ^" """ "1 + / 

immer > l, oder dass die Coefficienten der Mittelpunktsgleich mig zuletzt immer 
schwächer convergiren als eine nach den Potenzen der Excentricität fortschrei- 
tende Reihe. Das Verhältniss der Gi-rösse ai^ zur Excentricität nähert sich aber 
mit wachsender Excentricität immer mehr der Gleichheit, indem die Grösse 

, wenn e von bis 1 wächst, von -i-i = ],359 . . . bis i coiitiniiirlich ab- 
nimmt, Oer reci[>roke Werth dieser Grösse ist 



Pf, f. p 


p 


2 1.3 1.2.4 1.2.3.5 1.: 


ä.3.4.6 


= 'a+if' + if' + ^i,f' + if' + -fTf' + - 


■0 


= <' + i/" + ,V/' + A/' + ---" 





46. 

In den in den §§. 31 und 32 autgestellten Formeln hat man angenommen, 
dass p eine gerade Zahl, gleich 2r, sei; es bleibt noch zu zeigen übrig, dass der 
gefundene Werth ungeändert bleibt, wenn man auch für j) eine ungerade 
Zahl setzt. 

Es sei also }> = 2r-\- ], so wird die Grösse J7 aus denjenigen Gliedern 
der Reihe des §.31 entstehen, in welchen s'mu einen geraden Exponenten hat. 

Man wit'd also, wenn man (j = r-hi-, 5' -1-2, r-hd etc. setzt, die im 
§.15 gegebenen Werthe von C '''^^ mit Hülfe der im §.32 gegebenen Werthe 
von ii'^'^' bilden. Auf diese Weise ergeben sich die folgenden Ausdrücke: 
wenn ^ = ?■+ ! : 



ztC' 



1.2-'+' [ J ^ia^'+-'n J sur'+'ji J 

■--, äwv' ^'n\a '' ^ . „ , ■ — an — ß-^*+' -. „.—= — an}; 



wenn q = r-[-2: 
2 . (2' 



nd biera.us 
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WO 

' ^^Jd^^^^^-V-X-j l.(2,-+2) Jiiri^^^"+---' 

^ ~ J siu^'-^'n \ 2 J l.(2r-h2) J sin^^+^m ^^ ' 

und diese Ausdrücke stimmen, wenn man p statt 2r-H 1 setzt, vollkommen 
mit den im §. ül gefundenen überein. 

Anch den Werth von Tl' wird man, wewi man von dem letzten Aus- 
druck von 7)^""" (§-19) Gebranch macht, mit dem für ein gerades p erhal- 
tenen übereinstimmend finden. Der andere Ausdruck von i)'^''"^'' würde das- 
selbe Resultat, aber imter einer Form gegeben haben, deren Identität mit der 
früheren sich schwer hätte erkennen lassen. 

I^ kann noch bemerkt werden, dass auf die Vorzeichen der Umstand, 
ob p gerade oder ungerade ist, keinen Einfluss üht, da die Exponenten der Po- 
tenzen von sinn, mit welchen die Integrale mnltiplicirt werden, und derjenigen, 
mit welchen unter dem Integrationszeichen dividirt wird, immer dieselbe Diffe- 
renz haben. 

47. 

Zur Ergänzung dieser Untersuchungen wollen wir auch die Convergenz 
dei' Keihe prüfen, welche den Eadiusvector durch die Cosinus der Vielfachen 
der mittleren Anomalie ausdrückt. Nennt man diesen Eadius r, so hat man 
nach der bereits angeführten Stelle der Analytischen Mechanik, 2. Band S. 23,, 

, e^ . n «■' dsm'u e" d'sm*u 

1 1.2 du 1.2.3 du' 

Entwickelt man die Potenzen von sin?.(, so findet man, dass im Allgemeinen, 
mit Ausnahme von ^ := 0, der Coefficient von cospu durch 

ausgedrückt wird. Setzt man in dem im §. 33 für s gegebenen- Werthe 

sJE^n = -— 1, .B = « 



» = /, 
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und hieraus leitet man leicht die Gleichung 



'^=--^^^^:r:-r^- 



.)- 



pf-'^efs 



21-1. 1.2. 3... p^*^^ ^, I 
ab. 

^Dei" im §. 38 gefundene Wei'th von 1 ydx giebt, wenn man darli 



«s = kT]'J'i' = — J>(1 — /) — I'log — j- — Jlog/+ - (jj- 



%f 24/», 



daher folet, wyjin man die in — muItipÜeiften Grrössen fortwii'ft, 
dXrns e' rfiogs ,^ ^^ , 1 ,% , ''' 



\/f \l + f) V^ pU'i^Sf 24/'j)' 

1.2.3...P y2p7t V 12p/' 
also 

Für einen sehr grossen Werth von p verhält sich daher der Coefficient von 
s,mpu in der Entwickelung der Mittelpimktsgleichung zu dem Coefficienten von 

cofi^)?( in der Entwickelong des ßadiusvectors wie 1 zu — ■ "" ' 



y2p,T 

Zusatz. 
„Die Werthe der einzelnen Theile, aus denen in der voi-stehenden Ab- 
handlung die Coefficienten der Mittelpunktsgleichung zusammengesetzt -worden 
sind, hören nicht nur, wenn e verschwindet, auf, ihre Gültigkeit zu haben, son- 
dern auch schon, wenn a eine kleine Grösse von der Ordnuncr -^ wird. Es 

y?' 

hüllen im Folgenden die für diesen Fall eintretenden Modificationen näher ent- 
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wickelt werden, was desto nothwendigei' ist, da sich hierbei das bemerkens- 
werthe Resultat herausstellt, dass in der Summe aller Theile, oder in dem Coeffi- 
cienten der Mittelpunktsgleichung selbst, die Gültigkeit des im §. 45 gefunctenen 
Werthes wiederhergestellt wird. 



woraus 

/„i^i^'^ä.^' ... 

folgt. 

Führt man in den im §. 40 geijebenen Ausdrucl^ von G wieder die frü- 
liere Variable 

ein und entwickelt bis zn den Grössen von der Ordnuni; --, so wird 

^ ff V ipf Spf' ) 

Multiplicirt man diesen Werth mit 

und integrirt von bis 1, bo erhalt man 

f ' <■ > ' V/ h-Yf 'iipVf' 

oder einfacher 

so dass also, wenn für sehr grosse Werthe von 'p gleichzeitig die Exccntricität 
von der Ordnung -==.. Ist, der Im §. 40 für z gefundene Werth mit 






multiplicirt werden 
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Der im §. 41 für 2' V — 1 gefundene "Werth 

'^ ^ ^ Pf"'W 

bleibt unverändert, und es wird daher 



folglich 



y2 ,iP(V^jX/— 1) 1 



Die Grösse, welche man nach §. 44 zu dem ersten Theile von H hinzuzufügen 
hatte, um den ersten Theil von II' zu bekommen, wird, wenn man die Grössen 
ibrtlässt, welche hier nicht in Betracht kommen, 

h'f ^'' '' ''~^/2pf\ ' i^ 8y2^ ~ 2 1.2.3...i, Ap- 

Die zu dem zweiten Theile von II hinzuzufügende Grösse, um den zweiten Theil 

2 
von JZ' zu bekommen, bleibt unverändert. Setzt man darin e' für -"- (\ — /'), 

[//■ 

so wird dieselbe 

2" 1.2.3... y y 
Es wird daher, wenn man die beiden hinzuzufügenden Grössen vereinigt, 

1.2.3.. .;) 8?> 
und 

„ fP gl' ji'if-^'l j ^ _ 1 

*' T72"."3T.T^ ■ 

Der früher für P" gefundene Werth muss also für den hier betrachteten Fall 
wieder ungefähr roit 



P" = n^iJ' 



niultiplicirt werden. 
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Der "Werth von P' war in den §§.21 und 22 

gefunden worden. Es wai' ferner (§. 24) 

|'^j> i— dx = fv i-ffi -" (yWp -it + i -.t^ -h th ~- + ■ ■ ■) ''«. 
wo das Integral von ( = ^ bis ?■ = cc zu nehmen ist, wenn man 

» = *Vp=l/f («' + *«• + ■■■)- p's'yCs' + ivI) 

setzt. 

Es wird daher, wenn man in Bezug auf t von bis <x' integrirt und 
davon das Integral, von bis & genommen, abzieht, 



til"'-i-i'' + ,'ri'^" + krtr-ie' + A«')! 



und 

l.£.ä...pJ Y2p/i p]/2p7t 

mithin 

P l yzp n p \ip TT J 

Addirt man hierzu den für P" gefundenen Wei-th, so erhält man 

P l- y^pji p\%pn \ 

Vergleicht man hiermit den im §. 45 gefundenen Werth 

p \ 3y2p7r ypJ- 

so sieht man, dass beide Werthe vollkommen mit einander täbereinstimmen, 
nur dass in dem hier gefundenen Resultat die Annäherung noch auf die Grössen, 
welche in Bezug auf den Hauptwerth von der Ordnung ■ — sind, ausgedehnt 

worden ist, die man in der obigen Untersuchung vernachlässigt hat. Diese 
Uebereinstinimung ist desto bemerkenswerther, weil man gesehen hat, dass 

,S1* 
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Aehnliclies nicht von den Theilen gilt, aus welchen der Werth von P zusammen- 
gesetzt worden ist. Der "Werth von P' war seiner Hauptgrösse nach das Dop- 
pelte von dem Werthe von — P" , so dass sich die Summe P= P'-hP" nä- 
herungsweise auf die Hälfte von P' reduciiifi. In dem hier betrachteten Falle 

dagegen, in welchem e von der Ordnung — p=- ist, geht P" in die Hauptgrösse 

gar nicht ein, dagegen reducirt sich P' selbst näherungsweise auf die Hälfte 
seines Werthes. 
Da 

-log(l + /) = -!og(-2-4^^^^----), 

so wird 



Der Werth von P kann daher, wenn e = r-, auch so dargestellt 

Vp 

werden : 

Für f ^ kommt dieser Werth von P mit dem Werthe von 

überein, wenn man darin den im §. 28 gegebenen Werth von z substituirt. 

Der Coefficient von cosjjti in der Entwickelung des Radiusvectors wird 
('S. 47"). wenn man e = -— setzt, 

2 4 

Wenn man die in der Klammer eingeschlossene Reihe nach den Potenzen von 
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— entwickelt und bei der ersten Potenz dieser Griisse stehen bleibt, so wird 

P 

das erste Glied der Entwickelung oder die Hauptgrösse 



und der in — inLiltiplicirte Ansdruck 



^' M 1.2^1.2.3.4 1.2.3. 

JW! 2(i< 

1 . 2 . .1 . 2 1.2.3. 



4..') '^ 1 .2.. 5.4, 6. 6 

JW! 2(iO' , __3(W'"_ 

1 . 2 . .3 . 2 1.2.3.4.2^1.2.3.4.5.2 



Q- 



daher folgt 

2»-".1.2.3...|ir P ] 

^ _ 'ii^i-'_ ti,\r\ T'. + ft')' + ia^)' 

Vi)'i/2a V2; l j, 

Substituirt man in dem im §. 47 gefundenen "Werthe 
den Wei'th 

y7«^.- = (i-if)(j)'..-ä"(i-A|), 

SO wird man genau dasselbe Resultat erhalten." 
Gotha 1850, Januar 5. 
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AUSZUG EINES SCHREIBENS DES HERRN DIRECTOR P. A. HANSEN 
AN HERRN PROFESSOR C. G. J. JACOB!. 



Ci'ollo Journal für die reine und angewandte Mathematik, Rd. -12 p. ] — 11. 



Gotha, den 21. November 1850. 

In Betreff des von mir mit v^ bezeichneten Bogens, über welchen ich 
Ihnen mehrere höchst interessante und lehireiche Gespräche und Briefe ver- 
danke, bin ich endlich auf folgende Betrachtungen gekommen, von welchen ich 
glaube, dass sie die Sache klar machen. 

Ich fange bei dem Satze an, den ich in der Ihnen handschriftlich mit- 
getheilten Abhandhmg den zioeiten nenne. Diesen hübe ich, wie Sie wissen, 
bisher, wie folgt, ausgesprochen: 

„Wenn L eine Function bloss von den auf feste rechtwinklige Axen be- 
zogenen Coordinaten x, y, z eines Planeten oder Satelliten ist, und A die 
Function bedeutet, in die h tibergeht, wenn man darin r statt t substituirt, 
in so fern die Zeit t nicht in den, in den Ausdrücken für x, y, z enthaltenen 
veränderlichen willkürlichen Constanten voi'kommt, dann ist in der gestörten 
Bewegung, wie in der ungestörten, 

dL ^ ÖA 
dt St ' 

WO der Strich über der Function bedeutet, dass man nach der Differentiation 
T in t verwandeln soll." 

Dieser Satz ist einer grösseren Ausdehnung fähig, die ich, um möglichst 
kurz zu sein, mit einer Erklärung einleiten werde, welche den von Ihnen an- 
gewandten Terinmus technicus betiifft. 
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Erklärung. 
^Ideale Coordinaten nenne ich alle Systeme von Coordmaten , die die 
Eigenschaft besitzen, dass ihre ersten Differentiale in Bezug auf die Zeit in 
der gestörten Bewegung dieselbe Form haben, wie in der ungestörten." 

Zweitei" Satz. 
„Wenn L eine Function bloss von idealen Coordinaten ist, ohne deren 
Differentiale oder die veränderlichen willkOrlichen Constanten sonst zu ent- 
halten, und ji die Function bedeutet (etc. wie oben), dann ist (etc. wie oben) 

dL _ d^i „ 
dt dT ' 

Eb muss nun auseinandergesetzt werden, welche Coordinaten ideale sind. 
Zuvörderst wind die auf feste rechtwinklige Axen bezogenen Coordinaten x, y, z 
solche, denn für sie bestehen die folgenden Gleichungen: 

öa öo 

da ob 

= ~ da + ™ dl-\ , 

da ab 

wo u, h etc. die durch die Integration der Gleichungen der ungestörten Be- 
wegung eingeführten willkürlichen Oonstanten bedeuten. Sei nun X, Y, Z 
irgend ein anderes System von rechtwinkligen Coordinaten, und a, ß etc. die 
Cosinus der Winkel, die die Axen diewer Cordinaten mit denen jener machen, 
dann ist bekanntlich 

X = a X-^ß Y+y Z, 

(2) y^a'X + ß' Y + y' Z, 
z = a"X^f,"Y-Vy"Z 

und 

X = o.x-\-a' y-^v." z, 

(3) y= ßx^ß'y+ß"z, 
7j = yce-\-y'y -+-y" s. 

Wären nun a, ß etc. constante Grössen, so wäre ohne Weiteres X, Y, Z ein 
System idealer Coordinaten. Nehmen wir aber «, ß etc. als veränderliche 
Grössen, und zwar als Functionen der eben genannten willkürlichen Constanten 



(1) 
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248 AUSZUG EINES SCnREIBESS VOK HANSEN AN JACOB!. 

an, dann werden X, Y, Z nur dann ideale Coordinaten, wenn wir die Iblgenden 
BedingungsgJeiehungeri aufstellen: 

= xda + -i/da' -\- zdu", 

(4) = xdß -\-ydß' + zdß". 
= xdy '\- y dy' -\- s dy" . 

Denn vermöge der Gleichungen (1) und (4) ist es klar, dass nun erst die 
ersten Differentiale von (3) in Bezug auf die Zeit dieselbe Form haben, man 
mag die in x, y, z, g, ß etc. enthaltenen vrillkürlichen Oonstanten veränderlich 
setzen oder nicht. 

Untersuchen wir die Gleichungen (4) näher. Substituiren wir in (4) die 
Gleichungen (2) und setzen zur Abkürzung 

ß da -\- ß' da' -^ ß" da" = C dt, 

(5) ady-\-a'dy' -\-n"dy" = Bdt, 
ydß-<rY'dß' -\-y"dß" = Adt, 

dann gehen, in Folge der bekannten, zwischen «, ß etc. stattfindenden Bedin- 
gungsgleichungen, die Gleichungen (4) in folgende über: 

(6) = CY—BZ, = AZ— CX, = BX— ^ F, 

die abei- ersichtlich nur zwei wesentlich von einander verschiedene Gleichungen 
bilden. Ks ist also jede der Gleichungen (4) nothwendige Folge der beiden 
anderen. 

Da nun jedes bestimmte Coordinatensystem von drei von einander un- 
abhängigen Grössen oder Bedingungen abhängt, so folgt, dass durch die Glei- 
chungen (3) und (4) eine (streng unendlich) gi'osse Anzahl von idealen Coor- 
dinatensystemen gegeben ist. Da ferner die Veränderlichkeit von a, ß etc. 
die Veränderlichkeit der Axen dieser Coordinatensysteme mit sieh bringt, so 
beziehen sich alle durch (3) und (4) gegebenen idealen Coordinatensysteme auf 
bewegliche Axen. Ich fi'ihre hierbei noch folgenden Satz an; 

„In allen auf bewegliche Axen bezogenen Systemen idealer Coordinaten 
eines Planeten oder Satelliten fallt die instantane Drehungs-Äxe stets mit dem 
Radiusvector des Planeten oder Satelliten zusammen," 

Die Cosinus der Winkel zwischen der instantanen Drehungs-Axe und 
den Axen der x, y. z sind bekanntlich resp. 

aA^ßB-\-yC a'A-y- ß'B + yU: a"A + ß" B -4-_/'^ 
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und die Cosinus der Winliel zwischen dem Radiusvector und diesen Axen 
aX + ßY + rZ a'X + ß'Y+r'Z ti"X + ß" Y+j" Z 

yX'+ Y'~+Z' ' yxJ+ Y-' + Z' ' yX'+ Y' + Z' 

Es geben aber die Gleichungen (6) 

A _ X 



yr 


+ 7' 
Y 


+ z> ■ 


yx= 


'+Y' 


+ Z' 



c __ z 

durch deren Substitution in die vorstehenden Ausdrücke der Satz ei-wiesen ist. 
Um ii'gend ein auf bewegliche Axen bezogenes ideales Coordinatensystem 
zu erhalten , dürfen wir dem Vorhergehenden zufolge den Gleichungen (4) 
irgend eine willkürliche Bedingung hinzufügen, die nur dadurch beschränkt ist, 
dass sie den Gleichungen (4) oder (6) nicht widersprechen darf. Ich werde 
daher im Folgenden annehmen, dass für den Ort des Planeten oder Satelliten 
stets Z = sei. Hiermit ergeben sich statt (2) und (3) die folgenden Glei- 
chungen : 

^ = « X-^ß Y, 
CO y = <,'X + ß'Y, 

z = a"X'\-ß" Y 
und 

X = «i!;-+-«'</4-ß"2, 
(8) Y =ßx+ß\,^ß"2, 

= yw -\-y'y + r"s, 

und statt der Gleichungen (6) erhalten wir 

C = 0, BX — AY={), 
oder, was dasselbe ist*), 

= ßda + ß'da' -Vß"<W' , 
= (ady-Va'dy'~\-a"df')X — (ydß + y'dß'+y"dß")Y. 



*) Lagi'ange hat diese Gleichungen nicht bemerkt, denn obgleich er das Coordiu 
anwendet, setzt er doch (JWi^ta iigue cia/wt/ue 2« edition T. II p. 96, art. 70) 
^ / _l_ , ; + ■> ?"" = dy,. 
Vir. 32 
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Ich werde nun beweisen, dass v^ in der That eine blosse Function der 
idealen Coordinaten X, Y ist. Ich bezeichne, wie Sie wissen, mit dv^ den 
"Winkel zwischen den, den Zeiten t und t-hdt entsprechenden, Kadüvectores r 
und r -\- dr eines Planeten oder Satelliten. Wir haben demzufolge die Gleiehung 

die leicht in folgende umgewandelt werden kann: 



rf«, = 



Vi^dy — yd'^y + (l/dz — zdyf + jzdx - 



Die Differentiale von (7) und (8) sind in der gestörten wie ungestörten Be- 
wegung 

d« = ß dX^^ rf7, 

(10) dy = a' dX-^-ß' dY, 
dz = a"dX+ß"dY 

und 

dX = adx-\-a'dy-\-a"dz, 

(11) dY = ßdx-^ß'dy +ß"dz, 

= ydai -\-y'dy +y"dz. 
Combinirt man diese Gleichungen mit den Gleichungen (7) und (8), so bekommt 
man aus den einen 

xdy—ydx = {aß' ^ a' ß) (XdY—YdX), 
yds~zdy = (a'ß" — a"ß')(XdY— YdX), 
zdx — xdz = {a"ß —aß") (XdY-- YdX) 
und aus den anderen 

XdY~ YdX = (aß'^a'ß)(^dy~yd^) + (a'ß"^a"ß'Xydz~zdy) 
■+-(a"ß -aß")isdx — a:dz), 
also dnrch die Elimination von (aß' — «'/?) etc. 

(XdY— YdXy == {xd}/'-ydicy-^(yd3 — zdyy-'-h(zda) — a;dsy. 
Erwägen wir noch, dass 

ist, so geht die obige Gleichung für dv^ in folgende über: 
XdY— YdX 
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wovon, wenn wir die willkürliche Constante gleich setzen, das Integral 

(12) Vi = arctg^ 

ist. Also i.\ ist Function bloss der idealen Coordinaten X und Y, und der 
obige zweite Satz findet auf iJ, Anwendung. 

Ich erlaube mir, die weiteren Folgerungen, die ich auf analytischem 
Wege aus den obigen Formeln gezogen habe, hier anzuführen, da mir nicht 
bekannt ist, dass sie von irgend einem Anderen gegeben worden wären. 
Lagrange hat schon die Grleichungen (7) angewandt, aber die Folgerungen, 
die ich hier daraus ziehen werde, finden sich nicht bei ihm. Wegen der Be- 
dingungsgleichung 

= aß^a'ß' -^a"ß" 
giebt die erste Gleichung (9), nämlich 

= ßda + ß'da' + ß"da", 
die folgende: 

(13) = adß-^a'dß' -\'a"dß". 

Diesen letzten beiden Gleichungen kann man zufolge der Gleichungen 
ada-^a'da' -^a"da" ^ 0, 
ßdß-hß'dß' -hß"dß" = 
und der zwischen a, ß etc. bestehenden Bedingungsgleichungen 

Q = ßr-^ß'r' + ß"y", o ■=«)■ + «')■' -!-«")■" 
durch die folgenden Genüge leisten, in denen /t und /*' beliebig sind: 
da ■:=-f lidp, dß ^y ^h'dq, 
da' :=-y' [idp, dß' = y' fi'dq, 
da" = Y"fA,dp, dß" = y"f.i'dq. 
Um den Buchstaben p und q dieselbe Bedeutung zu geben, die ich denselben 
in meinen Abhandlungen beigelegt habe, setze ich ^ = — -^7, fi' ^= —,-,-, wo- 
durch sich ergiebt 

da =:~--^dr,, dß =-^„dq, 

(14) da' =-^^dp, dß' =^j',;-dq, 

da" = — dp, dß" = dq. 
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Ww erhalten daher geradezu 

P = -k", q = ß". 
Die zweite Gleichung (9) kann auch so geschrieben werden: 
= (yda + Y'da'-}-Y"da")X + (Ydß-i-y'<iß' -['Y"(^ß")y- 
Siibstituiren wir hierin die Gleichungen (14), so erhalten wir 
(15) = Xdp— Ydq. 

Betrachten wir nun die ziveilen Differentiale der Gleichungen (8), d. i. 
die ersten der Gleichungen (11). Diese sind 

d^X = ad^i:C'^-a'd^y'i-a"d^z-\-dada:'j-da'di/-i-da"dz, 
d'^Y = ßd^x + ß'd^y^ß"dH-hdßdj!-]-dß'dy-hdß"dz, 
= Y d^ie + Y'd^y-^Y" d^z -h-dydx + dY' dl/ -{-dy"ds. 
Wegen der Gleichungen (14) und der letzten Gleichung (11) gehen die beiden 
ersten vorstehenden sofort in folgende i'iber: 

d^X = ad^a:'^a'd^i/~ha"d^s, 
^ ■' d'^Y = ßd^x + ß'dhj-v-ß"d^z. 

Die dritte der voi^tehenden Gleichungen geht durch die Gleiciumg (10) zuerst 
in folgende über: 

= Yd^äi^Y'd^y + Y"dH-^(adY + i('dY' -\^a"dY")dX-V{ßdy^ß'dY'+ß"dY"')dY, 
oder in folgende: 

= yd^iü + Y' d^y + r"d^z~{y da + y' da' + y" da"')dX — {Ydß-^Y' dß' + y" dß")dY, 
also erhalten wir vennittelst der Gleichungen (14) 

(17) dXdp — dYdq = — y"{y d^x -\-y' d^y -\-y''dH). 

Nennen wir nun die Stöningsfunction i2 und setzen die Summe der 
Massen der Sonne und des Planeten gleich 1, dann können wir die Gleichungen 
iiiir die gestörte Bewegung, wie folgt, darstellen: 

(i*^ je_ _ dii 
dt'' »-■' dx ' 

^'^1 y . öii 
dt^ "^ r^ ~~ dy ' 

d^z A _ ^^ 
dt^ + ,.3 — 53 ■ 



Aber wenn wir hier einen Augenblick 
Z=Y^^ 



Y J/H 
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setzen , 


so kömien wir Ü als Function von X, Y, Z betrachten und erhalten 


sofort 






da .es „es sa 

öx öy äs dX' 




da 3S dß _ dSi 




öii , da , „ aß an 



Um in den Ausdrucken rechter Hand zu den hier angewandten Coordinaten 
X und Y übei'zugehen, brauchen wir nur nach den partiellen Differentiationen 
von £i die Coordinate Z = zu machen. 

Mit Hülfe dieser Gleichungen gehen die Gleichungen (16) in folgende 
über: 

(PX -X _ öß 
'dt' '^ rJ ~ ÖX' 
('«' ^ Y _dä 

dfi "^ ,-3 ~ ö y ' 

die genau dieselbe Form haben, wie die f'üi' x und y. Die Gleichung (17) 
wiixl feiTjer 

dXdp__dy_dq _ _ „dÜ 

"dt dt dt dt ^ ^ 8Z ' 

und hieraus ergiebt sich mittelst (15), d. i. mittelst 

x'^-y^f =0, 

dt dt ' 

XdY— YdX dp ^ „Y^ 

dt dt ^ 6Z" 

XdY— YdX dq _ , da 

dt dt ^ dZ ' 

Nehmen wir jetzt das aus der Theorie der Veränderung der willkür- 
lichen Gonstanten entspringende Ergebniss auf, dass der Planet in jedem Zeit- 
theilchen dt sich nach den Kepplerschen Gesetaen in einer, seine wirkliche 
Bahn osculirenden, Ellipse bewegt. Da zufolge des Obigen die Ebene der XY 
stets durch die Sonne und durch die zwei örter des Planeten geht, die den 
Zeiten t und t-\-dt entsprechen, so ist es diese Ebene, in welcher alle oscu- 
lirenden Ellipsen construirt werden müssen. Die Gleichungen (18) geben dem 
zufolge auf bekannte Art, sowohl in der gestörten, wie in der ungestörten Be- 
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X dY— YdX ^ ]/l —e^ 
dt an ' 

wenn a die halbe grosse Axe, n die mittlere Bewegung und ae die Excentricltät 
des Planeten bedeuten. Hiermit wird 

dp „ „ an dS! 

= y F— = — , 

dt y\^e' dZ 

dt ^ yi^e-^'dZ' 
und diese Gleichungen bilden in Verbindung mit den (rleiehungen (18) ein 
vollständiges System von Gleichungen der gestörten Bewegung eines Planeten, 
indem die örter desselben im Räume durch die vier Grössen X, Y, p und q 
vollständig bestimmt sind. Um dieses zu zeigen, will ich die obigen Gleichungen 
für die Coordinaten weiter entwickeln. 

Aus der Gleichung (12) geht hervor, dass der Winkel (oder Kreis- 
bogen) Vi stete in der Ebene der XY liegt und sich von der positiven Axe der 
X bis zum Eadiusvector r eretreckt. Nennen wir daher / die walire Anomalie 
des Planeten und / den Winkel zwischen der positiven Axe der X und 
dem Perihel, dann ist, weil die osculirende Ellipse stets in der Ebene der 
XY liegt, 

V, = /--Hz- 
Betrachten wir nun die Verbindung der beweglichen Ebene der XY 
mit der festen der xy, welche letztere sowohl, wie die in derselben liegende 
feste Axe der x, wir im Räume irgendwie gelegen annehmen. Sei 
t die Neigung der Ebene der XY gegen die der xy, 
& in der Ebene der xy der Winkel zwischen der Axe der positiven x 
und dem Theile der Burchschnittslinie der Ebenen der XY und der 
xy, durch welchen sich der Planet bewegt, wenn die 2 vom Negativen 
in's Positive übergehen; 
o) in der Ebene der XY der Winkel zwischen dem eben bezeichneten 
Theile derselben Durchschnittslinie und dem Perihel des Planeten. 
Da nun 

X=^ rcosv,, F = r sin v, , 
SO ergiebt sich, wenn 
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den Winkel zwischen der Äxe der positiven X und jenem Tbeil der Durch- 
schnittslinie bedeutet, 

a ^ cosffcosÖ + siEö'sm-ä' cos^, 

= cosa siU'Ü- — sma cosd- coai, 

= — sin* siiio", 

= sincrcüs-ä'^cososin^ cos«, 

= sinosini^ + cos(Jcos-y-cos*, 

= sinicoNO, 



= — siai comJ, 

y" = CO»i. 

Wenn mtiii diese Ausdrücke in die Gleichungen (7) substituirt und Uj und o 
durch die Gleichungen 

■yi = / + Z, (f = z — üj 
eliminirt, so gehen daraus die bekannten allgemeinsten Ausdrücke der Coor- 
dinaten x, y, z hervor. 

Durch die Gleichungen (14) hatten wir 'p = —et", q = ß" ; es ist 
daher auch 

p = sinisintr, q ^ sißjcoso', 

oder p ist der Sinus des Winkels, den die Axe der X, und q der Sinus des 
Winkels, den die Axe der Y mit der Ebene der xy macht; p und q liegen 
beide im ersten Quadranten, wenn die Axe der Y sich über und die Axe der 
X sich unter der Ebene der xy befindet. 

DifFerentiiren wir die obigen Ausdrücke von u, te' und «", indem wii" 

a. if- und ^ veränderlich setzen, dann ergiebt sich leicht 

da =—ß da — a'dd- — y sinadi, 

da' ^== — ß' da + a d-iy — y' smadi, 

da" = — ß"dff — /"siniTdi. 

Substituiren wir diese Formein in die erste Gleichung (9), nämlich in 

= ß da -h ß' da' + ß" da" , 
so bekommen wir, wegen 

ßi^ß'2^ß"i=l^ |3y-Hj5'/' + (3"/" = 0, aß' — a' ß = y" = cosi, 
de = msi dil. 
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Diese Gleichung, die ich früher auf geometrischem Wege abgeleitet habe, ist 
also nothwendige Folge der hier eingeführten Gleichungen (9). Die beiden 
willkürlichen Constanten und &■ mtlssen wegen dieser Gleichung als von ein- 
ander abhängige betrachtet werden; allein es bleiben dem ungeachtet in den 
obigen Ausdrücken sechs von einander unabhängige willkürliche Constanten 
übrig. Es enthalten nämlich r und f drei, und zwar die grosse Axe, die 
Excentricität und die mittlere Anomalie in der Zeitepoche ; dazu kommen noch 
die drei unabhängigen willkürlichen Constanten /, o, i, wofür man auch /, p, q 
wählen kann. 

Ich erwähne noch, dass die vorstehenden Betrachtungen auch auf die 
Theorie der Rotationsbewegung angewandt werden können, und dass die Diffe- 
rentialquotienten -Jj > -;^ j -Ä "^it den in dieser Theorie vorkommenden drei 
instantanen Drehnngsgeschwindigkeiten in engster Beziehung stehen. Auch 
möchte in der allgemeinen Theorie der Curven von doppelter Krümmung das 
hier angewandte Coordinatensystem X, Y von wesentlichem Nutzen sein. 

Die oben angeführten Ausdrücke für a, cc' etc. geben leicht 



ttüOs(y — ö) + h' siii(^ — (T) = ooÄVH-aui^(rcos*= 1 - 


1+Vl-p'-?' ' 


— ß.sm(tf — ff) + ß'cos(* — ff) = sin<rcüsffa — ^«0 = 


pq 


l + yi-y'-S' ' 


ß aos,(!}' ~ a) -h ß' sm(^ — ff) = sma ßOsff(l — coai) = 


pq 


i+yi-p>-s' ' 


~ßsm(0- — ir)-^ß'co^(» — (r)= sinV-i- coa% cos* = 1 ■ 
Die Gleichungen 


?' 


l + Vl-p'-3' 


geben 




qdp—pdq = siR-i d<f. 




Es folgt fernei- aus da = cosi dd- 




i( ^ rl fl CO- "")-"?■ ™^* fff 


sin^' da 


und daher 


i*(l + cos«) ' 






oder, weirn man 
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setzt, 

[n-yi-j.'-?'])/!-?'-«' 

Nennen wir nun die auf der festen Ebene der xy gezählte Länge des 
Planeten l und die Breite desselben über dieser Ebene h, dann ist auch 

,fl =: rcosöcos/, y = rcos^aiii/, z = j-sin^, 
und wir ziehen daher ans den vorstehenden Formeln 

rcos6sin(; — ^)= Y^'' V'^—i^ 

roos6cos(^ — ^) = 



--/ 



l + VT— p' — }> l + yi—y" 


— q' 


qdp—pdq 


— ä> 



Es zeigt sich hiermit, dass in der That x, y, z, und also auch der Ort des 
Planeten, als Functionen der vier Grrössen X, T, p, q betrachtet werden können; 
■wie oben behauptet wurde. An die vorstehenden Formeln schliesst sich die 
merkwürdige Transformation an, die Sie kennen, und von welcher Sie mir eine 
elegante Oonstruction gegeben haben. 

Da X, y, z als Functionen von X, Y, jj, q betrachtet werden können, 
so kann man auch i2 als Function dieser vier G-rössen betrachten. Da nun 
i der Winkel zwischen den Axen der z und der Z ist, so giebt die Gleichung 

« = -pX + qY 
schon zu erkennen, dass 

„ du . 8n ^ da . da 

oZ öq ÖZ dp 

ist, welche G-leichungen sich übrigens auch auf andere Arten ableiten lassen. 
Wir erhalten hiermit aus den Gleichungen (19) die folgenden: 

dj} an g . dSi dq an ^ . dß 

dt yi — e^ dq dt yi — e^ dp 

die nicht minder, wie die Gleichungen (19), in Verbindung mit (18) ein voll- 
ständiges System von Gleichungen der gestörten Bewegung eines Planeten oder 
Satelliten bilden. 

Um nicht zu lang zu werden, scbliesse ich hier mit dem lebhaftesten 
Wunsche, Sie bald wieder bei uns zu sehen. 
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AUSZUG ZWEIER SCHREIBEN DES PROFESSOR C. G. J. JAOOBI AN 
HERRN DIRECTOR P. A. HANSEN. 



Crello Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 42 p. 12 — 31. 



I. 

Berlin, den 15. December 1S50. 

Erlauben Sie, dass ich auf Ihre gütige Mittheilung des leichten und 
eleganten Weges, auf welchem Sie zu einer eigenthümlichen und merkwürdigen 
Form der Stör ungsgl eich ungen gelangen, mit einigen Betrachtungen rein for- 
meller Art antworte. Sie sollen die ungewöhnliche Bedeutung betreffen, welche 
I-agrange, Sie selbst und Andere bisweilen mit den Worten Function und 
Element und den Zeichen der partiellen Diff'erentialquotienten verbinden. 

Veränderliche willkürliche Constanten oder Elemente sind in der Theorie 
der Störungen gewisse Functionen der Coordinaten, ihrer ersten Differential- 
quotienten und der Zeit genannt worden, welche in der ungestörten elliptischen 
Bewegung einer willkürlichen Constaute gleich werden, oder deren Differential 
durch die Substitution der Differentialgleichungen des ungestörten Problems 
identisch verschwindet. Diese Functionen haben die Eigenschaft, dass sie in 
der gestörten Bewegung von -wirklichen Constanten nur um kleine Grössen 
von der Ordnung der störenden Kräfte verschieden bleiben. Nennt man die 
Function der Coordinaten, ihrer ersten Differentialquotienten (der Componenten 
der Geschwindigkeit) und der Zeit, welche einem Elemente gleich ist, die Be- 
deutung dieses Elements, so kann man sagen, dass jedes Element in der ge- 
störten Bewegung dieselbe Bedeutung wie in der ungestörten hat. 

Da die sechs Elemente denselben Functionen der drei Coordinaten, ihrer 
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ersten Differeutialquotieiiten und der Zeit im gestörten und ungestörten Problem 
gleich sind, so sind auch umgekehrt die drei Ooordinaten und ihre ersten Diffe- 
rentialquotienten im gestörten wie im ungestörten Problem denselben Func- 
tionen der sechs Elemente und der Zeit gleich. Es folgt hieraus der bekannte 
Satz , der auch wohl zur Definition der verändei'lichen Elemente zu dienen 
pflegt, daas in den ereten Differentialen der Ausdrücke der Cöordinaten durch 
die Elemente und die Zeit der aus der Veränderlichkeit der Elemente hervor- 
gehende Theil verschwindet. Man erweitert diesen Satz leicht dahin , dass 
man von jeder Gleichung zwischen den Cöordinaten, den Elementen und der 
Zeit, !( = 0, welche gleichzeitig im gestörten wie im ungestörten Problem gilt, 
das erste Differential so nehmen kann, als wären die Elemente constant, und 
dass in du der von der Veränderlichkeit der Elemente, so weit sie in ii explicite 
vorkommen,- herrührende Theil besonders verschwindet. 

Keine Function det' Elemente und der Zeit, welche sich nicht auf eine 
Function der Cöordinaten und der Zeit (oder auch auf eine wirkliche Comtante) 
reduciren lässt, kann die Eigenschaft der Cöordinaten haben, dass ihr erster 
Differentialquotient im gestörten Problem durch dieselbe Function der Elemente 
und der Zeit ausgedrückt wird, wie im ungestöi'ten. 

Aber Sie haben ja solche Functionen X und Y angegeben, welche diese 
Eigenschaft besitzen und sich doch auf keine "Weise auf Functionen bloss von 
X, y, z, t reduciren lassen. Die Antwort hierauf ist, dass in Ihren Gleichungen 
X = aä:-ha'^'i-a"z, 

die seclis Grössen u, ß, et' etc. keine Elemente sind, und dass daher auch X und 
Y keine Functionen der Elemente und der Zeit stnd. Nur die drei Coefficienten 
y, y', y" sind wirkliche Elemente. 

In den ähnlichen Gleichungen bei Lagrange sind die Coefficienten 
ß, ß, c-i etc. Elemente. Aber dafür finden bei ihm auch nicht die Gleichungen 

xda+yda^ + zda^ ^ 0, 

aidß+ydßj^-hsdß.^ = 
statt. Es scheint mir, dass Sie Lagrange und Sich selbst Unrecht thun, wenn 
Sie ihm vorwerfen, dass er die Gleichung 

ßda + ß^da^-hß^da^ = 
nicht hat und nicht in weitere Ent Wickelungen eingegangen ist. Diese Glei- 

33' 
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chung gilt bei ihm eben so wenig, wie die beiden vorhergehenden. Das von 
Ihnen gewählte Coordinatensystem ist von dem seinigen auf das Wesentlichste 
verschieden und Ihnen durchaus eigenthümlich , und darum konnte er die aus 
der eigenthümlichen Natur des Ihrigen fliessenden Folgerungen nicht machen. 

Ihre X-Axe ist eine Linie, die In der Bahnebene keine eigene Bewegung 
hat, in derselben fest ist, und sich nur dadurch im Räume fortbewegt, dass die 
Bahnebene um die verschiedenen Eadilvectoren pivotirt; während die X-Axe 
bei Lagrange die grosse Axe der veränderlichen Ellipse ist und ihre eigene 
Bewegung behält, selbst wenn die Ebene der Bahn unverändert bliebe; wie 
dies bei dem Problem der drei Körper in der Ebene der Fall ist. Was bei 
Ihnen X und Y ist, würde, in den Lagrangeschen Coordinaten ausgedrückt, 

cos^X — sinx Y und ainx.X-|-cosx Y 
sein. Der Winkel / ist aber kein Element in der gewöhnliehen, oben ange- 
gebenen Bedeutung. Diese Grösse lässt sich nicht mittelst der blossen Glei- 
chungen des ungestörten Problems durch die Coordinaten, ihre ersten Differen- 
tialquotienten und die Zeit ausdrücken; sie hat daher nicht nur nicht dieselbe 
Bedeutung im gestört-en wie im ungestörten Problem, sondern sie hat vielmehr 
in der ungestörten Bewegung gar keine Bedeutung. Nur für eine ganz indivi- 
duelle Zeitbestimmung könnte man dem Winkel / eine Beziehung zu den 
elliptischen Elementen geben, aber dann auch wieder eine ganz beliebige. 

Was soll daraus werden, möchte ich fragen, wenn man Grössen, wie 
=1 I cosid-3-, 
eine Function der Elemente nennen will? Denn man will doch wohl nicht 
bloss sagen, dass man sie ja nach Integration der Störungsgleichungen so aus- 
drücken kann, denn dies gälte von allen Veränderlichen überhaupt und wäre 
daher durchaus nichtesagend. Will man a eine Function von & allein nennen, 
wie kann dann ttt- eine Function von ^ sein? Sagt man, dass g eine Function 

von &• und -i ist, wie kann dann -„r«= sein, wie doch von Ihnen und An- 
deren angesetzt wird? Nennt man 

a-\~ßdb-v-Cdo-\ ) 



U = i{Äd 



auch dann eine Function von a, b, c etc., wenn der Differentialausdruck nicht 
den Bedingungen der Integrabilität genügt, so hat man Functionen, bei welchen 
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es nicht mehr gleichgültig ist, in welcher Ordnung man differentiii-t, sondern 
es werden im Gegentheil (ohne da,ss hier ein Unendtichwerden uia Spiel kommt) 
die Ausdrücke 

ö-;r- d--j- 

öa . ob 

— ^, — 1111(1 - -^ — 

db Ca 

in gar keiner Bezielinng zu einander stehen. So folgen aus den Gleichungen 



die beiden Gleichii 



Sa 



6i „ 6iy 



^i^ ' 3i 

Es hören hier also alle Vorstellungen auf, die man gewöhnlich mit dem BegrifF 
einer Function und partieller Differentialquotienten verbindet. 

Wenn Sie in Ihi-em geehrten Schreiben sagen, man könne die Störungs- 
function ß als Function der Grössen X, Y, p, q betrachten, indem die örter 
des Planeten durch diese vier Grössen vollständig bestimmt seien, so ist doch 
andererseits klar, dass, wenn die einer bestimmten Zeit entsprechenden nume- 
rischen Werthe von X, Y, p, q gegeben sind, man nur die Grösse des Radius- 
vectors, aber nicht seine Lage im Kaume kennt. Man kann daher auch nicht 
sagen, dass die Grössen x, y, z, die den Planetenort unmittelbar bestimmen, 
durch die Grössen X, Y, p, q ersetzt werden. Man kann sich Si als eine 
Function der Grössen X, Y, p, q, die in ihrer Form bestimmt wäre, was nöthig 
ist, wenn man sie nach diesen einzelnen Grössen partiell differentiiren will, gar 
nicht denken, wenigstens in Folge solcher Gleichungen nicht, durch welche Ü 
als Function dieser Grössen bestimmt werden soll. 

Lagrange gebraucht bei einer ähnlichen uneigentlichen Ausdrucksweise 
doch die Vorsicht, solche Integi'ale, wie Ihr a, nicht geradezu eine Function 
der veränderlichen willkürlichen 0on8t.anten zu nennen. Indem er zuerst S. 96 
(art. 70) des 2'^" Theiles der Mecanique Analytiqiie (2* edition) 
dx == ßda + ß^ da^ -+- ß^ da^ 

setzt, warnt er noch gewissermassen davor, / für eine Function der veränder- 
lichen Elemente zu halten, indem er in Parenthese hinzufügt: „ich wende den 
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Dilferentiaiausdruck dx an, obgleich sein Wertli kein vollständiges Diflei-ential 
ist" ; S. 99 (art. 72) nennt er diesen Differentialauadruck (aber nicht x selbst) 
eine Function der veränderlichen Constanten; endhch nennt er auch S. 101 
(art. 73) x selbst ein Element und differentiiii't S. 102 (art. 74) £1 partiell nach /. 
Es geht aus dem Vorstehenden hervor, dass das Zeichen -^-^ bei 

Laerange oder die Zeichen -;— . —, — bei Ihnen eine bestimmte Redeatune 
^ » dp ■ dq o 

haben, welche die Rechnung feststellt, ohne dass Si als eine Function von / 

oder von p und q betrachtet werden kann. Weil demnach diese Symbole keine 

wirklichen Differentialquotienten sind, sondern nur conventioneilen Sinn und 

Bedeutung haben, so wird es gut sein, um jedes Missverständniss zu vermeiden, 

diese Bedeutung recht deutlich hervorzuheben. 

In der Form, zu der Sie schliesslich gelangen, iist il eine (wirkliche) 

Function der Grössen 

X, K, p, q, ^, 

welche dadurch erhalten wird, dass man in i2 für x, y, z die Werthe 

X = Acos-4— 1 avüA TJ — '^'-^:= i — — , 

J + l/l— i?^ — g^ 
z = ^ipX~ciY) 
setzt. Diese Function wird nach f und g partiell differentürt, als wäre die 
Grösse A eine Function von p und q, was sie nicht ist, indem man Überein- 
kommt, an die Stelle der in diesem Falle vorkommenden „ und -^^ die 

of öq 

Grössen 

-j' 



zu setzen, wodurch -^ — und -r.— selbst Symbole werden für die G 
' d}j öq •' 

en , q esi 



dp [1 _|- yr^:rp"~p"] yr^rp^r^ 8a ' 

e.fl p dsi 

dq [1 + y 1 —p^ _ gs ] yr^:r"p"rr^ SÄ" 

Man könnte zwar sagen, so ganz conventioneil wäre diese Annahme für die 
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rentialausdruck 

dA ^ , dA , 

macht, ein Werth herauskommt, welclien dA in dem zu integrirenden System von 
Differentialgleichungen wirkhch hat. Aber dies kann nur als die Veranlassung 
angesehen werden, die darauf geführt hat, eine solche Symbolik zu wählen, ohne 
dass sie deshalb den Charakter einer bloss conventioneilen verliert. Man könnte 
mit demselben Rechte ß auch bloss als Function von X, F und p betrachten, 
indem dasselbe System von Differentialgleichungen auch die Werthe 
, Ydp 

,, > _ . {qX-pY)dp 



giebt, Lind dann würde -^— = werden. Man muss also genau diejenige Combi- 

nation des gegebenen Systems von Differentialgleichungen bezeichnen, aus welcher 

die Bedeutung der Symbole ^s— und -^s— entnommen werden soll. 
° ■' dp dq 

Nennt man a, b, c etc. diejenigen Functionen von t, welche den ver- 
änderliehen willkürlichen Oonstanten gleich sind, so hat die Analysis des 
Störungsproblems darauf geführt, auch solche Functionen von t darin einzu- 
führen, welche einem Integrale 

{{Ada -H Bdij + Cdc H ) 

gleich sind, in welchem der Ausdruck unter dem Integralzeichen den Bedin- 
gungen der Integrabilität nicht genügt, und welche daher keine Functionen 
von a, b, c etc. sind. Diese Functionen von t haben mit den veränderlichen 
Constanten die Eigenschaft gemein, dass sie von einer wirklichen Gonstante 
nur um eine kleine Grösse von der Ordnung der störenden Kräfte verschieden 
sind; und wenn A, B, C etc. beliebige Functionen bloss von a, b, c etc. sind, 
welche nicht ausserdem noch t enthalten, so kann man femer sagen, dass sie 
von veränderlichen Gonstanten nur um Grössen von der zweiten Ordnung der 
störenden Kräfte verschieden sind. Dieser letztere Umstand mag wohl dazu bei- 
getragen haben, dass man diese Functionen von den veränderlichen Constanten 
selbst nicht ausdrücklich genug unterschieden hat. "Will man nun einen Namen 
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für diese Functionen von t haben, so könnte man sie uneigentliche, falsche, 
Fseiido-Elemente, oder auch ideale Elemente nennen. Es fragt sich aber, ob es 
nicht zweckmässig wäre, fiir alle diese Functionen und für alle Functionen 
dieser Functionen den Namen Eleviente gelten zu lassen, da ja auch schon einmal 
Lagrange den Winkel / so genannt hat, dagegen sie niemals veränderliche (will- 
kürliche) Constanten oder Functionen der veränderlichen Constanten zu nennen, 
und diese letzteren durch die Benennung elliptische Elemente zu unterscheiden. 

Auch über die Form der Differentialgleichungen, zu welchen Sie schliess- 
lich gelangen, scheint es nützlich, in einige Erörterungen einzugehen, um ihre 
besondere Natur desto deutlicher hervorzuheben. Es könnte beim ersten An- 
blick scheinen, als wären bei Ihnen die drei Differentialgleichungen zweiter 
Ordnimg des Problems durch zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung und 
zwei Differentialgleichungen erster Ordnung ersetzt worden; was immer ge- 
stattet ist. Dem ist aber in der That nicht so. Es sind die von Ihnen auf- 
gestellten Differentialgleichungen gar keine Differentialgleichungen zwischen den 
Grössen X, T, p, q, denn es ist unmöglich, die rechten Seiten Ihrer Gleichungen 
in X, T, p, q ausgedrückt zu denken. Die von Ihnen aufgestellten Differential- 
gleichungen sind in der That zwei Differentialgleichungen zweiter und drei 
DifPerentlalgleichungen erster Ordnung zwischen den Grössen 
X, Y, p, q, A. 

Ich will, um Ihre Formein zu commentiren, die Gleichungen hinschreiben, 
wie sie in der gemeinen Bezeichnungsart aussehen würden. Ist nämlich il 
mittelst Substitution der oben für x, y, z gegebenen "Werthe als Function der 
fünf Grössen X, Y, p, q, A ausgedrückt, so sind Ihre Differentialgleichungen, 
in den gewöhnlichen Zeichen geschrieben, die folgenden: 

d-'X. X da 




yi-y' 


—-q^dt 


XdY- 


- YdX 


yr^f 


— q^dt 



W-i''-<f 
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Die vollständige Integration dieses Systems von Differentialgleichungen führt 
sieben von einander unabhängige willkürliche Constanten mit sich, welche sich 
in den Ausdrücken von x, y, z auf sechs reduciren müssen. Damit man deut- 
lich sehe, wie dieses geschieht, bemerke ich, dass aus der Natur dieser Diffe- 
rentialgleichungen folgt, dass, wenn man mit 

X^, F^, i?,, 2.. A^ 

gewisse Functionen von t bezeichnet, welche nur sechs willkürliche Constanten 
enthalten, und X eine siebente, von ihnen unabhängige, willkürliche Constante 
bedeutet, die vollständigen Ausdrücke von X, Y, p, q, A folgende Form an- 
nehmen: 

X = cosÄ X^ -)- sin }. T'j 

p = cos l p| — sin X q^ , 
q = cosA (jT^ -h sin 1 2?! , 

Substituirt man diese Ausdrücke in die oben durch X, Y, p, q, J ausge 
drückten "Werthe von x, y, z, so verwandeln sie sich in die nämlichen Func- 
tionen von Xi, Fj, p,, g,, yij, welche sie von X, Y, 'p, q, A waren, so dass 
X, y, z Functionen von t und sechs willkürlichen Constanten werden, indem 
die siebente X ganz herausgeht. 

Es wird zwar insgemein angenommen, dass man bei einem vorgelegten 
System von Differentialgleichungen dahin trachten müsse , die Ordnung des 
Systems zu vennngem; wie es 2. B. gelungen ist, das Problem der drei Körper, 
welches uraprünglich von der Integration eines Systems von Differentialglei- 
chungen der 18**" Ordnung abhängt, welche 18 willkürliche Constanten fordert, 
auf ein System von Differentialgleichungen der 6"™ Ordnung zurückzuführen, 
dessen vollständige Integration nur sechs willkürliche Constanten fordert. Aber 
andererseite hat man doch auch früher bisweilen kein Bedenken getragen, die 
Ordnung einer gegebenen Differentialgleichung absichtlich sogar zu erhöhen; 
z. B. wenn man sie dadurch linear machen konnte. In dem vorliegenden 
Störungsproblem kann aber diese Erhöhung der 6'*" Ordnung des Systems von 
Differentialgleichungen auf die 7" am allerwenigsten Bedenken erregen, wenn 
man dadurch andere Vortheile eiTeicht. Denn überall, wo bei dem zur ange- 
VI r. M 
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nabelten Integration eines gegebenen Systems von Differentialgleichungen ein- 
geschlagenen Verfahren die Annäherung nach den Potenzen einer kleinen Con- 
stante geschieht, welche die Differentialgleichungen selbst enthalten, föhrt man 
eigentlich unendlich viele von einander unabhängige willkürliche Constanten ein, 
indem jede neue Ännähenmg neue Integrationen fordert, und diese eben so 
viel neue wUlkilrliche Constanten zulassen. So wird es z. B. bei der Integration 
der zwischen den veränderlichen Constanten und der Zeit aufgestellten Diffe- 
rentialgleichungen geschehen, dass mit jeder höheren Ordnung der störenden 
Masse, auf welche die Aimäherung ausgedehnt wird, auch sechs neue willkür- 
liche Constanten eintreten; nnd alle diese willkürlichen Constanten müssen sich 
schliesslich, oder auch bei jedem Stadium der Annäherung, wenn man die 
folgenden Potenzen der störenden Masse vernachlässigt, auf sechs reduciren 
lassen. Man erhält hiervon auf folgende Art eine deutliche Vorstellung. Man 
denke sich das Problem absolvirt und die sechs veränderlichen Constanten als 
Functionen von t, der kleinen in den Differentialgleichungen vorkommenden 
störenden Masse m und der sechs willkürlichen Constanten a, b, c etc. aus- 
gedrückt. Setzt man nan 



: b +b m + b m^- 



\vo a^. b^ etc., a^, ö, etc. ebenfalls willkürliche Constanten sein können, und 
entwickelt die sechs, den veränderlichen Constanten gleichen Functionen von t 
nach den Potenzen von m, so treten in diese Entwickelungen mit jeder neuen 
Potenz m' auch sechs neue willkürliche Constanten «,., 6;, c, etc. ein, und doch 
sieht man, dass sich alle diese willkürlichen Constanten in die sechs a, b, c etc. 
zusammenziehen lassen. 

Ihre Formeln ergeben 



X= rcos(/+z) = ac<}A(ß-V-x) — aec/J&x- 



ae- sinx sin« 



i + yi- 

y=/'sm(f-t-z) = «sin(« + Z)-«eamz- 



l + yi-e^' 

wo der Winkel s durch die Zeit mittelst der Gleichung 
e — esine = o.l {t — <:) 
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bestimmt wii-d. Bildet man die Differentiale dX imd dY unter der Voraus- 
setzung, dass a, e, c, / Const-anten sind, so haben Sie gezeigt, dass dieselben 
Ausdrücke von dX und dY noch immer die Differentiale von X und Y bleiben, 
wenn man für die elliptischen Elemente a, e, c ihre gestörten Werthe und 
für die von den elliptischen Elementen gänzlich unabhängige Constante / eine 
Function der Zeit setzt, welche gleich 

ist. So scheint mu- am Klarsten und Einfachsten der schöne und wichtige 
Satz zusammengefasst werden zu können, mit dem Sie die analytische Mechanik 
bereichert haben, und welcher Lagrange entgangen ist, obgleich er die Grössen 
TGOsf und rsmf nach den Elementen differentiirt und die Function 

;; = ö)-|- j cosidi> 
eingeführt hat. • 

"Was den von mir früher vorgeschlagenen ^amen ideale Coordinaten be- 
trifft, so bin ich wieder zweifelhaft geworden, ob überhaupt ein besonderer 
Name für die Coordinaten X, Y, Z schon ein Bedüi'fniss geworden sei, da 
doch aller Wahrscheinlichkeit nach nur die von Ihnen gemachte Annahme 
Z = in den Anwendungen beibehalten wird , und eine so allgemeine Be- 
nennung kaum för ein so specifisches Ooordinatensystem passend sein dürfte. 
Es würde vielleicht genügen, hervorzuheben, dass es auch bewegliche Coor- 
dinatensysteme von der Beschaffenheit giebt, dass die ersten Differentiale der 
auf dieselben bezogenen Coordinaten allein von der Oi-ts-Änderung des Planeten 
im Räume und nicht von der Veränderung des Coordinatensystems abhängen. 
Im Allgemeinen werden die ersten Differentiale der auf ein veränderliches 
System bezogenen Coordinaten eines Punktes aus den Differentialen, die von 
der Orts-Änderung des Punktes im Räume herrüliren, und aus den Differen- 
tialen, die von der Änderung des Coordinatensystems herrühren, durch einfache 
Addition zusammengesetzt. Sollen die letzteren immer verschwinden, so er- 
leiden die Coordinaten des Punktes, wenn derselbe seinen Ort im Räume nicht 
ändert, durch die instantane Drehung des Systems gar keine Änderung. Die 
instantane Drehung des Coordinatensystems muss also so beschaffen sein, dass 
der unveränderte Ort d^ Punktes während derselben mit dem Coordinaten- 
system fest vei'bunden bleiben kann; oder der Radi usvector muss die instantane 
Drehungsaxe des Coordinatensystems sein. Ganz willkürlich bleibt dabei der 



Hosted by 



Google 



268 AUSZUG ZWEIER SCHREIBEN VON JACOBI AN HASSEN. 

instantane Drehungswinkel des Systems, Man kann sich dies etwa so vov- 
stellen. Das Coordinatensystem di'eht sich zu einer gewissen Zeit t um den 
Eadiusvector mit einer ganz beliebigen Winkelgeschwindigkeit während des 
Zeiteleinents dt; nach diesem Zeitelement geht der Radiusvector in die der 
Zeit t -\- dt entsprechende Position Über, worauf sich das Coordinatensystem 
wieder mit einer beliebigen Winkelgeschwindigkeit während der Zeit dt um 
den neuen Eadiusvector dreht, welcher hierauf in seine dritte Lage übergeht, 
und so fort. Wenn der willkürliche Drehimgswinkel jedesmal dem Neigungs- 
winkel der den Zeiten ( und t -+- dt entsprechenden Bahnebenen gleich wird, 
so erhält man den von Ihnen behandelten Fall, oder allgemeiner, alle Goor- 
dinatensysteme, welche während der Bewegung mit demjenigen, in welchem 
Z = 0, fest verbunden bleiben. Es scheint kaum, dass irgend eine andere Be- 
stimmung des Drehungswinkels, als die von Ihnen gewählte, von Interesse ist. 
Setzt man mit Ihnen Z^O, X^ rcosv,, Z=rsinUi, so ist y, der Winkel 
des Eadiusvector» mit der X-Axe, welcher durch die Drehung der XJ"-Ebene 
Lim den Radiusvector keine Änderung erleidet, sondern, da die X-Axe in der 
XY-Ehene keine eigenthümliche Bewegung haben soll, nur durch die Bewegung 
des Eadiusvectors in der XJ^Ebene eine Veränderung erfährt, woraus der von 
Ihnen auf analytischem Wege bewiesene Satz folgt, dass di?i dem Winkel 
zwischen zwei auf einander folgenden Radiivectores gleich ist. 

Schliesslich will ich noch den Beweis des von raii- zu Anfang dieses 
Schreibens aufgestellten Satzes hinzufügen. 

Es sei u eine Function von ( und den sechs ulliptischen Elementen 
a, b, c etc. von solcher Beschaffenheit, dass 

da ab de 

Wenn man die Differentialgleichungen ausschliesst, welche die besonderen stören- 
den Kräfte enthalten, so finden zwischen den Differentialen da, db etc. nur 
die drei folgenden linearen Gleichungen statt: 

-■■■ =-0, 





da + ~ 


M + 


"57 


dy 


--t 


dt + 


Sa 

de 


iL 
da 




dlj + 


äs 
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und es muss daher die vorstehende Gleichung, wenn sie erfüllt werden soll, 
ohne dass man dabei auf die Besonderheit der störenden Kräfte Rücksicht 
nimmt, eine Folge dieser drei Gleichungen sein. Damit dies möglich sei, muss 
man mittelst Einführung dreier Factoren L, M, N folgenden sechs Gleichungen 
Genüge leisten können: 

du 



ät 


= ^if+*il^-^-ai' 


du 


-^t+*t+^t- 


'87 


-^^-«lf + "l^. 



Man denke sich jetzt umgekehrt die Elemente «, /;, c etc. durch ?, x, y, z. 
x' = -^-, y'^-^j 5'^-^— ausgedrückt und die partiellen Differentialquo- 
tienten dieser Ausdrücke von a, b, c etc. in Bezug auf die Grössen x, y, z, 
x', y', z' gebildet, so wird nach den Regeln der partiellen Differentiation, wenn 
i und i' zwei beliebige von den Grössen a;, y, 2, x' , y' , z' bedeuten, der 
Ausdruck 

da et' di> eg' 8c 8^' '^ 
immer verschwinden, ausser wenn | und ^' dieselben Grössen sind; in welchem 
Falle allein er gleich 1 wii'd. Es folgen deshalb aus den obigen sechs Glei- 
chungen die folgenden drei: 

= 0, 



du da. 
da d^' 


du di du Sc 
■+ di d^' ^ 'S7 dx' 


flo du' 


a» dh a» de 

db dy' de dy' 


du da 
da dz' 


da ab a» de 
-^^di^+-d7 dz' 



■ = Ü. 

Aber da u eine Function von t, a, b, c etc. ist, kann man dieselbe auch als 
Function von x, y, z, x', y', z', t betrachten, und dann werden die vorstehen- 
den Gleichungen 

ili = o, |i^o, 1^ = 0, 

ox öy ÖS 

oder es muss sich u auf eine Function von x, y, z. t reduciren, w. z. b. w. 
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Ich will noch bemerken, dass Sie Ihren zweiten Satz wohl zweckmässig 
dahin erweitern können, dass Sie in die Function L auch t aufnehmen. 

Ich bitte Sie , die vorstehenden Zeilen als einen Versuch anzusehen, 
mir die Natur der Störungsgleichungen, zu welchen Sie gelangen, in ein recht 
klares Licht zu setzen; und es sollte mich freuen, wenn Sie finden, dass ich 
ihren Sinn getroffen habe, worüber ich mir bald Ihren mündlichen Bescheid 
erbitten werde. 
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IT. 

Berlin, den 20, Januar 1851. 
Erlaiiben Sie, dass ich meinem vorigen Schreiben noch die folgenden 
Bemerkungen hinzufüge. 

Wenn wieder a, h etc. die veränderlichen willkürlichen Constanten be- 
deuten, so sind die Werthe ihrer ersten Differentialquotienten -,— , 3- etc. 
durch die drei Störungsgleichungen und die drei Bedingungsgleichungen 
dx , die 



-S^'"' + 13F"^ + -- 


. = 0, 


t''»+t^'+- 


■ = 0, 


^^'^^^o-^- 


■ = 



gegeben. Ist ü eine Function der veränderhchen willkürlichen Constanten, so 

erhält man -^— , wenn man die Werthe von -;- , -;- etc. respective mit 
dt ' dt dt '^ 

"ö— , "äT- etc. multipiicirt und von den erhaltenen Producten die Summe bildet. 
Es kommt hierbei zu statten, dass die Factoren -^s— , -^^T- etc. in der ersten 
Annäherung Constanten werden. Aber ganz derselbe Vortheil- findet statt, wenn 
auch Ü keine Function der veränderlichen willkürlichen Oonstanten ist, sondern 
mit ihnen nur durch eine nicht integrabele Differentialgleichung 

dU = Ada-\-Bdb-^ 

verbunden ist, in welcher A, B etc. bloss Functionen von a, 6 etc. sind, ohne 
die Zeit ( noch ausserdem explicite zu enthalten. Da nun solche Grössen U 
ganz auf dieselbe Weise, wie die veränderlichen willkürlichen Constanten selbst, 
erhalten werden, da sie ferner von veränderlichen willkürlichen Constanten nur 
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um Grössen der ziveiten Ordnung in Bezug auf die störenden Massen verschieden 
sind, und ihre Einfühi'ung, wie Sie gezeigt haben, bei den anzustellenden Ent- 
wickelungen bedeutende Abkürzungen gewährt, so wird es jedenfalls gerecht- 
fertigt sein, solche Functionen 



-j(Aä. 



+ fidb -4 ) 



durch einen besonderen Namen auszuzeichnen, weshalb ich in meinem vorigen 
Schreiben vorgeschlagen habe, auf dieselben die Bezeichnung Elemente auszu- 
dehnen, wie schon Lagrange in Bezug auf den Winkel / gethan hat. Da- 
gegen "Werde ich die veränderlichen willkürlichen Conatanten selbst, zur näheren 
Unterscheidung; gestörie oder veränderliche elliptische Elemente nennen. Denn 
jene Grössen U können nicht als gestörte elliptische Elemente angesehen w^erden, 
weil die Constanten, auf welche sie sich reduciren, wenn die störenden Kräfte 
verschwinden, von den willkürlichen Constanten der elliptischen Bewegung in 
keiner Art abhängen. 

Wenn A, B etc. auch die Zeit t enthalten, so bleibt den Grrössen 

t' =- U^da + Bdb^ ) 

der Charakter, dass sie, wenn die störenden Kräfte verschwinden, wirkliche 
Constanten werden und immer von wirklichen Gonstanten nur um Grössen von 
der Ordnung der störenden Kräfte verschieden sind. Es dürfte aber gleichwohl 
nicht zweckmässig sein, die Benennung Elemente auch auf diesen Fall auszu- 
dehnen, und ich werde in den folgenden Zeilen nur solche Grössen U Elemente 
nennen, in welchen A, B etc. bloss Functionen der elliptischen Elemente a, b 
etc. sind, ohne noch t zu enthalten, unter diesen Namen aber die veränderlichen 
willkürlichen Constanten oder elliptischen Elemente selbst zugleich embegreifen. 

Ich wiU jetzt einige Betrachtungen darüber anstellen, wie man Grössen 
finden kann, welche der von Ihnen eingeführten idealen Coordinate v, analog sind. 

Ihre ideale Coordinate Vi wird erhalten, wenn man zu der wahren 
Anomalie / ein Element hinzufügt, das Wort Element in der eben angegebenen 
Bedeutung genommen; es ist nämlich in Ihrer Bezeichnung 

«1 = f-\-m-\- j CQsid^-. 

Die wahre Anomalie hat daher die merkwürdige Eigenschaft, dass derjenige 
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Thtil ihres Differentials, welcher von der Veränderlichkeit der gestörten ellip- 
tischen Elemente herrührt, das Differential eines Elements ist; das heisst, dass 
in demselben die Differentiale der gestörten elliptischen Elemente bloss Func- 
tionen der elliptischen Elemente sind, ohne noch t zu enthalten. Dies hat 
mich veranlasst, zu untersuchen, ob es noch andere Functionen der elliptischen 
Elemente und der Zeit giebt, welche die Eigenschaft mit der wahren Anomalie 
gemein haben, dass in dem Theile ihres Differentials, welcher von der Ver- 
änderlichkeit der elliptischen Elemente herrührt, die Coefficienten der Diffe- 
rentiale der letzteren nur Functionen von ihnen sind, ohne noch explicite die 
Zeit zu enthalten. 

Es ist vielleicht zweckmässig, den Namen ideale Coordinalen auf alle 
Functionen von Elementen und der Zeit auszudehnen. In deren erstem Diffe- 
rential der von der Veränderlichkeit der Elemente herrührende Theil für sich 
besonders verschwindet. Um diese Eigenschaft noch auf andere Grössen als 
diejenigen, welche sieh auf blosse Functionen von x, y, z, t reduciren, aus- 
dehnen zu können, war es nöthig, zuvor den Begriff eines Elements auf die 
oben angegebene Art zu verallgemeinern, weil ich in meinem ersten Schreiben 
gezeigt habe, dass keine anderen Functionen der elliptischen Coordinaten und 
der Zeit existiren, welche ideale Coordinaten in der angegebenen Bedeutung 
sein können. 

Wenn man diese Ei-weiterungen der Begriffe der Elemente und der 

idealen Coordinaten zulässt, so kann man die oben gestellte Aufgabe so fassen: 

„Functionen der veränderlichen willkürlichen Constanten und der Zeit zu 

finden, welche sich durch blosses Hinzufügen 'eines Elements in eine ideale 

Coordinate ve)'wandeln. " 

Der Theil von df, welcher von der Veränderlichkeit der elliptischen 
Elemente herrührt, erhält die Form des Differentials eines Elements 

-— (dm ~|- ciisi di)-) 
nur dadurch, dass man die drei oben angegebenen Bedingungsgleichungen be- 
nutzt, welche zwischen den Differentialen der elliptischen Elemente stattfinden. 
Es wird daher die Aufgabe in ihrer vollständigen Bestimmung so heissen: 

„Es ist eine Function von t und den sechs veränderlichen willkürlichen 
Constanten a, h, c etc. von der Beschaffenheit zu suchen, dass ihr, in Be- 
zug auf die sechs Grössen a, b, c etc. genommenes, Differential mittelst 
der drei Bedingungsgleich ungcn 
vii. 35 
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-|^<i„ + |idS+|l<i. + .. 


■ — 0, 


da db de 


■ = 0, 


da db de 


■ = 



in einen Differential- Ausdruck 

Ada + BiU-^Cdc-i 

verwandelt werden kann, in welchem A, B, C etc. bloss Functionen von 

a, h, G etc. sind, ohne t zu enthalten." 
Obgleich es mir nicht gelungen ist, diese Aufgabe allgemein zu lösen, so will 
ich Ihnen doch in der Kürze die Betrachtungen, die ich darüber angestellt 
habe, mittheilen. 

Es sei f die gesuchte Function, so muss es drei solche Factorcn /, ,m, c 
geben, dass die sechs Ausdrücke 



IL 

da 


+J 




- + J1 


1^ + ' 
da 


dz 
' Sa 


= ^- 


3f 

'Sb 


+J 


"SS 


■ + (' 


^1 ^, 


Sz 
"Sb 


= B, 



von t unabhängig werden. Bezeichnet man mit Lagrange das partiell nach t 
genommene Differential mit einem Accent, so folgen hieraus die sechs Glei- 
chungen 





-§^ 


+ f 


d,j' 
a« 


4"' 


Oz' 


df 

T)b 


-^^% 


■ + P 


■ db 


+ ' 


dz' 
' db 



Denkt man sich jetzt /' statt durch t^ a, ä, e etc. durch t, x, y, z, x' , y\ z' 
ausgedrückt, eo ergeben sich hieraus die folgenden sechs G-leichungen : 



,+1=0, Ji+p=.0, 



a«' 



f +A'=o, |/:+,.'=o, 1^- 

ox oy dz 
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Es mnss daher /' den folgenden drei Gleichungen genügen: 



(A) 



5/' df_ df 

' dt ~ a« ' dt "~ Sy ' 'df dz 



Wenn E eine Function der veränderHchen willkürlichen Constanten bedeutet 
und mittelst der Gleichungen der ungestörten Bewegung durch x, y, z, 
x', y', z\ t ausgedrückt wird, ao hat man, wie, glaube ich, Lagrange gezeigt 
hat, die Gleichungen 

dß_ dE dE 

d^- _ dE ^ dy- _ dE dz' _ dE 

dt ö« 'dt dy ' dt dz ' 

welche von den vorstehenden nur durch die Zeichen der zweiten GHeder ver- 
schieden sind. Dieselbe Analysis, durch welche man diese letzteren Gleichungen 
beweist, zeigt auch, dass man den drei Gleichungen (A) die folgende Form 
geben kann: 

dx' da! ' dp' dy ' Bz' dz ' 

wo /" das zweite Differential von f nach t bedeutet. Alle Differentiationen 

nach t werden hier im Sinne der ungestörten Bewegung genommen, so dass 

man a, b etc. dabei als Constanten zu betrachten, oder für -f--- , -jd -rr 
' ' dt ' dt ' dt 

die "Werthe — %, %r , ^ zu substituiren hat. 

Die Gleichungen (A) müssen erfüllt werden, wenn man für f die wahre 
Anomalie annimmt. Um diese Verification zu machen, hat man zuerst f durch 
X, J/, ;, x'. y\ s', t auszudrücken, was mittelst der Formel 



-yy 



geschieht, wo 






a = (:</. 


■:^zy^y+^.^' 


^.r2 


ist. Man erhält hieraus 








er 1 


a« 




dx' ^^fdr' 


^' an'' 




ar 1 


3o 




a« 2i/o.- 


^a« 



_i^ta 
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uijtl, da ff einer willkürlichen Constante gleich, also 

dt ' dt dx 



dt \lar' dx' 21/S'r 



Da dieser Ausdruck gleich —— sein soll, so ist die zu beweisende Gleichung 
da , da 2a_ 

und es werden eben so die beiden anderen Gleichungen (A) zu 

So , Sa 2« So , So 2o 

ö?/ Sy r OS ÖE r 

Man sieht leicht, dass diese Gleichungen erfüllt werden, wenn man die Werthe 

a = r<(x'' + ,j" + i")^rV\ 

dm' 
und die analogen für -^— etc. substituirt. Es ist also die durch die Glei- 
chungen (A) ausgedrückte Eigenschaft von f erwiesen, wenn man für f die 
wahre Anomalie nimmt. 

Man erhält sogleich auch noch einen anderen Werth von f\ welcher 
den Gleichungen (A) 

dt ~dx ' ' ' ' 

Genüge leistet, wenn man 

setzt und die Differentialgleichungen des ungestörten Problems zu Hülfe nimmt. 
Man findet hieraus f selbst auf folgende Art. 
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Tian a die halbe grosse Axe, so folgt aus den Gleichungen 



die folgende: 

woraus man <lurch Integration 

erhält, oder, wenn u die exeentrische Anomalie bedeutet, 

•2u ' 

Diese Punction wird also die Eigenschaft der wahren Anomalie haben, sich 
durch blosses Hinzufügen eines Elements in eine ideale Coordinate zu ver- 
wandeln. Das hinzuzufügende Element findet man auf folgende Art. 

Bezeichnet man die Differentiationen nach den veränderlichen willkür- 
lichen Coiistaiiten durch die Charakteristik 3, so wird für den vorstehenden 
Werth von f 

df = — — da-if ^ '^'^" ' da + 2Yä sin u§e-\-'-2.yä ecos.u öu. 

AVenn t die mittlere Anomalie für / ^ ist, so hat man 

— Y + r = u — e sin w, 

woraus der Werth von rfi( mittelst der Gleichung 

— I —;-Sa -+ Sr -¥- siow äe = (1 —ecQsu)Su 

erhalten wird. Man hat demnach 
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Hierzu addire man den verschwindenden Ausdruck 

Setzt man mit Lagrange 

x = aX-i-ßY, y^a^X-\-ß^Y, z = a^X^ß.^Y, 
wo 

X = aco^u~ae, F= «yf-"? sinw, 
SO wird 

0^x'da:^y'dy + s'dz= (a X' + ß Y')(_a ÖX + ß äY~V-Xäa ■+- Ydß ) 
-i-(a,X'-i-ß,Y')(aJX-\-ß^äY-hXSa^-hYSß,) 
-\-(a^X'-hß^Y')(a^dX-hß^ÜY-hX6a.^-\~ YSß.J 
= X'rfX+ Y'SY+(ßä-a + ß^6a^ + ß^Sa^)(XY' — YX') 

= y« (1 + .COS..) J« + -"^p ,i« - « (X' + -^^^ r) rf. 

+ (ß da-h ß,Sa^+ ß,Sa^)Y'aXl — e^) . 

Zieht man diesen Ausdruck von dem obigen Werthe von ^f ab und bemerkt 
noch, dass 



ist, so erhält man fülr Sf folgenden Ausdruck von der verlangten Form, in 
welchem die Coefticienten der Differentiale der veränderlichen willkürlichen 
Constanten nur Functionen der veränderlichen willkürlichen Constanten sind: 



Sf = —^/aSr—fail — e^^ (ßSa-i- ß^Sa^-^ ß^öa^). 

Die voretehende Analysis führt daher zu der neuen idealen Coordinate, 
die ich mir Ihnen vorzulegen erlaube, nämlich 

yä(-lu + ke^^nu)+j^aldz-\--\/l—Ji(ßda + ß.^da^ + ß,da^)\- 

Multiplicirt man mit |- und substituirt den Werth 

ßda-i- ßyda^ + ß^da^ = dx = (^co + cos idit. 
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SO wird die neue ideale Coordinate 

y^ (m H- |e siEw) 4- 1 fyäldr + ^V-^^ (dm -\- cosi d») \ . 

Es wäre nicht ohne Interesse, mehrere solcher idealer Coordinaten auf- 
zusuchen und zu sehen, ob vielleicht einige derselben bei den anzustellenden 
Entwickelungen einen ähnlichen Nutzen, wie der von Ihnen eingeführte "Winkel 
"ij gewähren. 

Es ist noch zu bemerken, dass ein Ausdruck Ada -\- Bdb -i- ■ ■ ■, in 
welchem A, B etc. bloss Functionen der veränderlichen willkürlichen Gon- 
stanten sind, nur auf eine einzige Art diese Form annehmen kann. Es folgt 
dies daraus, dass es unmöglich ist, drei Factoren X, ju, v so zu bestimmen, 
dass die sechs Ausdrücke 

da! 8y 3z dw dy öz 

gleichzeitig blossen Functionen von a, b etc. gleich werden. In der That 
müBBte man in diesem Falle die sechs Gleichungen 

,, dai , dy , Sz , doj' dy' dz' „ 

haben. Soll nun nicht gleichzeitig X, /j,, v, A', ^', v' verschwinden, so müsste, 
wenn ich mich einer von mir eingeführten Benennung bedienen darf, die 
Functtonaldeterminante von ic, y, z, x', 1/', z' verschwinden, und zwar identisch, 
weil es im nngestörten Problem keine Grleichung zwischen t, a, b etc. geben 
kann. Aus dem identischen Verschwinden dieser Functional-Determinante würde 
aber, wie anderweitig bewiesen worden ist, folgen, dass es eine Gleichung 
zwischen x, y, z, x', y', z', t ohne jede willkürliche Oonstante gäbe, und eine 
solche kann , wie ich ebenfalls an einem anderen Orte gezeigt habe , niemals 
aus den vollständigen Integralgleichungen abgeleitet werden. 

Diese Eigenschaft der Ausdrücke Ada -k- Bdh -\- ■ ■ ■, welche sogleich 
aufhört, wenn A, B etc. auch noch t enthalten, scheint es desto mehr zu 
rechtfertigen, wenn man ihr Integral durch einen besonderen Namen (Element) 
auszeichnet. 
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BERICHT ÜBER DTE STÖßUiVGSREOHNUNGEN 0. G. J. JACOBl'S. 
Von E, l,uther. 



Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, April 1852 p. 187- — 189 und p. 194. 



Professor C. G. J. Jacobi ist nach brieflichen Mittheilungeii an mich 
zu einer neuen Methode, die störenden Ki-äfte zu entwickeln, gelangt. Diese 
Methode, die Störungsfanction zu entwickeln, beruht hauptsächlich auf einer 
besonderen Darstellung des Quadrats der Entfernung zweier Planeten. Die 
Endformehl für das Quadrat der Entfernung zweier Planeten sind mir von 
Jacobi mitgetheilt, damit ich die Constanten derselben für alle Combinationen 
der Planeten Mercur, Venus, Erde, Mars, Vesta, Jupiter, Saturn, Uranus und 
Neptun berechnen möchte. 

Am 18. Januar a. c. schickte ich der Königlichen Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin einen Bericht über diesen Gegenstand ein, welcher die Ja- 
cobischen Formeln, eine Ableitung derselben und die Resultate der Rechnung 
enthält. Die von mir gegebene Ableitung dieser Formeln ist von keinem 
Interesse, da die mir inzwischen von Herrn Professor Dirichlet gütigst an- 
vertrauten Papiere Jacobi's eine Herleitung derselben enthalten, ■welche ander- 
weitig veröffentlicht werden wird. Ich gebe daher, von den Hen-en Akade- 
mikern Dirichlet und Encke aufgefordert, eine Mittheilung für die Monats- 
berichte der Königlichen Akademie zu machen, in dem Folgenden: 1) die 
Jacobischen Formeln, 2) die Resultate meiner Rechnung, 3) Jacobi's For- 
meln zur Berechnung der sphärischen Dreiecke, deren Eckpunkte die Perihelien 
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zweier Planeten und der Durchschnittspirnkt ihrer Bahnen sind, unrl die Resul- 
tate meiner Rechnung.') 



Jacobi's Formeln. 
Wenn zwei Grössen ohne einen oberen Index und mit einem oberen 
Index bezeichnet sind, so bezieht sich ei-stere auf den oberen, letztere auf den 
unteren Planeten, z, B. a auf Mars, «' auf Erde. Es bezeichnet 
n die Entfernung des Perihels vom festen Knoten, 
a die halbe grosse Axe, 
<f den Excentricitätswinkel, 
8 die excentrische Anomalie, 
/ die gegenseitige Neigung zweier Bahnen, 
k die Entfernung des gemeinschaftlichen Knotens zweier Bahnen vom 

festen Knoten der Bahn des oberen Planeten, 
0} = 71— k die Entfernung des Perihels vom gemeinschaftlichen Knoten, 
p das Quadrat der Entfernung zweier Planeten, 
c die Basis der natürlichen Logarithmen. 
Ferner bezeichne man 

a coü-^cp cluvcli (f. 

a sin^^g) durch ß, 

— cos^^i/ durch «,. 

Jacobi nimmt die Bahn des oberen Planeten zur xy-Eheue, die Sonne zum 
Anfangspunkte der Ooordinaten und die Knotenlinie zur x-Äxe. Alsdann ist 



-^'+y-i 


(i/- 


~./)\\^-a 


''- 


y-iciz-j' 


')i+2'>, 


i„-y5„+.. 


'i\a!- 


-^•+y-- 


i(j 


-y)i = Ä, 




1 „+,'-.,.+. 


'"'{x 


-y-y- 


!(•/ 


-y)i = Ä, 




der ßeclmung 


E. 1. 


lUhei's sind 1 


lier nioht mit abgedruckt worden. 
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1 ,. 

gesetzt wird, 
Es ist alsdann 

ßj = m— 2m'cos2(e' + (o' + eJ — 2m"sin(£' + cu' + £j. 

Die Coefficienten und Winket dieser Gleichungen werden durch folgende Formeln 
berechnet: 

log(u,) = log«^ + tg--^(p' tg2^/cos2o)', 

% = tgH?"' tg^-J^sin'iw', 

logL = \Qg(2a^tg^g>')-i-tg^Jcos■2<»'■^itg^Jcoaiw•, 

X = w' ■ — ü) — ig^^J sm^w' -\- ^ig^^J umAui , 

£cos»; = 2tg-5y — icosJ., 

^sin»; = — LMinA, 

,■ = ,-(»'-»)+»„ 

JT-OSI' = O,C0Sm'(tgHiP'+tg'T.'). 

)'smr= (t,sioni'(tg'isf'— tg'J/), 
log)» = log(-^^^oftg'iJJ + 3tgVsin'o)'— ftg'sp'sin'o)', 

logm' = log --^Ar«,'t8H-')+ tg'y' sia'i»' — JtgV sin'o)', 

V cos -^ y / 

R^ = tg^^y' siii2o)'-t-^tg*^y' 9in4w', 
logm" = log(8tg|9^'a^tg^-^Jsiii(a')^tg^-^y'cos2cu' — -^ tg^'^y' cos4(o'. 
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Jacobi'K Formeln zur Rereclniung der spliürischen Dreiecke, deren Eckpunkte 
die Perihelien zweier Planeten und der Durclisclmittspunkt ihrer Bahnen sind. 

Zur weiteren Entwickelmig der Jacobischen Störungstheorie ist die 
vollständige Kenntniss der sphärischen Dreiecke erforderlich, in denen ty und 
ft»' zwei Seiten und J der eingeschlossene Winkel ist. Die Distanz JT der 
Perihelien und die Winkel F und F' habe ich nach den von Jacobi zu dieser 
Berechnung vorgeschlagenen Formeln: 

cosiK + o,) ^y_ .iniK + o,^ 

cos^((o' — tu) *' ' =."JY,.,' _ ,.,^ i'^ 

2 sin CO s 
sin (o)' - 

/7- (»'-») = 



sinU" 


■ + ») 


IglJ 




'-») 


'y = 


Ä, 




!/ = !>- 


-it' + ii'. 


J — i/i'cotgC 


0)' — B 


,-). F' 


= y_ 


-« 
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BERICHT ÜBER DEN ASTRONOMISCHEN NACHLASS C. G. J. JACOBI'S. 
Von H. Bnms. 



Aus dem handschriftlichen Nachlasse Jaeobi's waren von C. "W. Bor- 
chardt die Blattei* astronomischen Inhalts besonders ausgeschieden und, soweit 
sich bei einer ersten Durchsicht ihre Zusammengehörigkeit erkennen Hess, zti 
einzelnen Fascikeln vereinigt worden. Die genauere Mustening dieses Materials 
liess nun erkennen, dass man es im "Wesentlichen mit Entwürfen und Bruch- 
stücken zu thun habe, von denen nur "Weniges unmittelbar zum Abdinick ge- 
bracht werden könne. Da jedoch diese Blätter immerhin Aufschluss geben, in 
welcher Richtung sich Jaeobi's Bemühungen um die Störungstheorie bewegten, 
so erschien es zweckmässig, über den Inhalt dieses Nachlasses einen kurzen 
Bericht zu geben; einige 7Aim Abdrucke geeignete Stücke sind darin wörtlich 
mitgetheilt worden. 

Die blattweise Paginirung, welche theils von Borchardt's, theils von 
anderer Hand herrührt, wurde beibehalten, obgleich sich schliesslich heraus- 
stellte, dass Zusammengehöriges in verschiedenen Fascikeln enthalten war. 



Blatt 1 — 11. 



„De evolutione expressionis 
\A-['Bc(is<f-\~Csm^:-\-(A'-\-B'cosg>-i' C'sm^}cos<p' 

-\-(A" -\- ß" oos<f -{- C" sin (f) sin y' H — -p" 
in seriem infinitam secundum cosinus ac sinus multiplorum utriusque an- 
guli (p, (p ' procedentem , una cum applicatione ad calculum motus pla- 
netarum." 
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Blatt 1 — 3 enthält einen ersten Entwurf der Einleitung zu der augen- 
sclieinlich auf einen gi'Össeren Umfang angelegten Untersuchung; auf Blatt 4 
folgt dann eine zweite Eedaction der Einleitung, welche hier wortgetreu folgt, 
weil sie für Jacobi's Ansichten und Hoffnungen ausserordentlich charakt-eristisch 
ist. Sie iaiitct: 

Introductio. 
„llieoria motus corporum coeiestium , per mutuas eorum attrac- 
tiones ex orbita elliptica exturbatorura , quamvis multis nominibiis adhuc 
imperfecta vocari debeat, quod per rei difficultatem non est cur mireris, 
gravissimam tarnen ejus partem, eam scilicet, quae versatur circa evoiu- 
tionem distantiae reciprocae duaruin planetarum secnndum cosinus ac sinus 
multiplorum utriusque anomaliae mediae instituendam, et ipsam longa esse 
iinperfectissimam, inter omnes mathematicos constat. Nam dum insignibus 
incrementis artis analyticae plüriraae theoriae illius partes ad certura quen- 
dam perfectionis gradum evectae sunt, maxime üla, quae variationem ele- 
mentoi'um speetat, ea, de qua diximus, quaestio tarn rudis et inculta man- 
sit, ut ipse, si redivivus esset, Eulerus eam po8t semisaeculum in statu 
quo deprehenderet. Nescio enim, quaenam ad evolutionem illam, a qua 
totum perturbationum coeiestium problema pendet, commode absolvendam 
adinventa sint ab inaequentibus geometris, quae illi ignota fuerint, artÜicia 
analvtiea, sl forte excipis, quae de evolutione expressionis 

{l — 2acos<p-i' aa\ ^ 
e theoria functionum elliptiearura ab illustrissimo Legendre allata sunt. 
Scilicet is fuit ardor astronomorum cognoscendi, an unica hypothesis 
Newtoniana tarn complexis corporum coeiestium motibus explicandis suf- 
ficeret, ut novarum quaestionum analyticarum suscipiendarum incuriosi 
methodos, qualescunque in pvomptu erant, arriperent et praecipites ruerent 
ad formulas, quas theoria mathematica, bypothesi Uli innixa, suggerebat, 
in formam qualemcunque redigendas , quae ad numeros revocari possit. 
Neque illi mihi vituperandi esse videntur viri admirabiles, qui audacter 
quaestionem difficillimam primi aggressi sunt, eoque gloriam immortalem 
sibi meruerunt, sed nos, quos jam iste minus urit ardor, qui, auxilia ma- 
thematica non circumspicientes, desperamus de re, antequam tentata sit. 
Quamqiiam his temporibus altera methodus, dictam evottitioneiii 
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praestandi, proposita et applicata est. Ratio enim evolvendi est.*) Tantiun 
certos quosdam tenninos, qiaos theoria seu obaervationes docebant ceteris 
praevalere, accuratius caleiilarent, excentncitatum et inclinationam altio- 
ribus potestatibus advocatis. Sed cam ineunte saeculo recentiores planetae 
detectae sint, quarum orbitae magnis excenüncitatibus, magnis inclinatio- 
nibus gaudeiit, bis certe metbodus illa applicari non poterat, snppositione 
qua nititur cessante, itaque exstabat in scientia astronomica omnlno nuUa 
methodus, qua baruin pertm-bationes per expressiones analyticas i-epraesen- 
tarentiir. Quod credimiis faiista fortana accidit. B"ortasse enim, quae est 
nostra homiiium inertia, acquievissent astronomi in methodo tnrpi ac sqaa- 
lida, nisi quodammodo ipsius iiaturae impetü ad iiovos suscipiendos conatus 
provocati essent. Et sicuti dicitur, tibi malum, ibi remedmm, nemo, quam 
idem vir, cui debebatiir, Palladem, per breve temporis spatium ab unico 
Piazzi observatam, secunda ejus apparitione reiiiventam et obsei-vationibus 
astronomicis servatam esse, nemo magis idoiieus erat propter mirani in- 
genü subtilitatem, profundam mathesls et astroriomiae cognitioneni, calculi 
niimerorum consuetndinem ad novas illas, quas ipsa Pallas requirebat, me- 
thodos imaginandas. Et mox ille in commentatione de elementis elliptieis 
Palladis (Comment. Gotting. a. 1808*')) se metbodmii, qua perturbationes 
ejus commodissime calculai-entur, cum astronomis coramunicaturum poUi- 
citus est, Neque tarnen per bos viginti quinque annos promissa viri rata 
facta vidimus. Unica buc pertinere videbatur commentatio elegantissima : 
„Determinatio attractionis , quam in punctum quodvis positionis datae 
exerceret planeta, si ejus massa per totam orbitam ratione temporis, quo 
singulae partes describuntur, uniformiter esset dispertita"." 

Hier bricht die Einleitung ab. Die folgenden Seiten lassen vermuthen, 
dass einzelne Blätter verloren gegangen sind. Jedoch lässt sich das Ziel, 
welches Jacobi vorschwebte, deutlich erkennen, nämlich: „Aufstellung der li- 
nearen Relationen zwischen den Coefficienten der Entwickelung, Aufsuchung 
der „coefficientes primordiales'-', d. li. der linear von einander unabhängigen 
Coefficienten, durch welche sich alle anderen linear ausdrücken lassen, endlich 
Aufsuchung von linearen Differentialgleichungen, denen die Coefficienten genügen." 



") Die IlaiYiJschrift ist liier volikoinnn 
'") Es aus» I8U statt 1S08 heissen. 
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Auf Blatt 7 sind folgende Sätze ausgesprochen: 

„Duai'um planetarum, quae in orbitis ellipticis moveri supponuntur, 
distantia reciproca seu quaelibet ejus potestas impar ubi evolvenda pro- 
ponitLir seciuidum Cosinus et sinus multiplorum anomaliarum excentricarum 
iitnusqiie oi'bit-ae, e quindecim coefficientibus evolutionis co6fficientes re- 
liquae omnes lineariter determinantur. 

Coöfficientes illas quindeeim non prorsus ex avbitrario accipere licet, 
fit enim, ut e cogfiieientibus initialibus quaedam a minori numero ante- 
cedentium pendeant. Ünde cavere debes, ne in coSfficientium primordi- 
aliiTm numerum referas, qiiae a se invicem non sint independentes." 

Blatt 12 — 17. 

Brnehstücke der Entwlckelungen aus der Abhandlung über die grosse 
Ungleichheit des Saturns, welche oben, S. 145 — 174, abgedruckt ist. 

Blatt 18—42. 

Blatt 23 — 24 ist augenscheinlich Anlage eines Briefes gewesen und 
trägt die Unterschrift „Kön. d. 29. Mai 1843. C. G. J. Jacobi". Der Inhalt 
bezieht sich auf die Arbeit über die grosse Ungleichheit des Saturns, und zwar 
im Besonderen auf die Entwickelung der reciproken Distanz durch mechanische 
Quadratur. Die übrigen Blätter sind Fragmente mit Ent Wickelungen der For- 
meln für die Variation der Elemente. 

Blatt 43 — 47. 

Die Blätter sind nicht datirt, dürften jedoch, nach Papier und Handschrift 
zu urtheilen, zeitlich mit Blatt 23 — 24 zusammengehören. Einige Stellen 
lassen vermuthen, dass diese Blätter nicht für den Druck, sondern als private 
Mittheilung für einen Anderen niedergeschrieben worden sind. Der Inhalt ist 
nachstehend abgedruckt. 

Entwickelung der Störungsfunction. 
„Man hat zur Entwickelung der störenden Kräfte bis jetzt zwei 
Methoden befolgt, die Entwickelung nach den Potenzen der Excentricitäten 
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und Neigungen und die Bestimmung der Coeffieienten der Entwickeln iig 
durch doppelte mechanische Quadraturen, welche die Werthe der Doppel- 
integrale ergeben, denen die Coeffieienten gleich sind. Die erste Methode 
scheint jetzt von den deutschen Astronomen verlassen worden zu sein; 
gegen die zweite könnte man Folgendes einwenden: 

1) Man muss mehr thun, als nöthig ist, indem man eine Menge 
kleiner Glieder mitberechnet, welche hernach fortgeworfen werden, ohne 
dass man eine absolute Versicherung hat, dass die vernachlässigten sämmt- 
lieh unmerklich sind. 

2) Man kann eine auch noch so kleine Veränderung, die sich als 
wünschenswertb zeigt,, nur durch Verdoppelung der ganzen Arbeit erkaufen. 

3) Man findet kleine G-lieder als Differenzen von grossen, welches 
namentlich für die grossen Ungleichheiten ein Übelst-and ist, aber immer 
ein Zeichen ist, dass man noch nicht die rechte Methode gefunden hat. 

4) Die Methode ist eine allgemeine, die sich ebenso anwenden liesse, 
wenn das Attractionsgesetz ein beliebiges wäre; die allgemeinen Me- 
thoden sind aber immer nur ein Nothbehelf, wenn man die dem Problem 
eigenthümliche Methode noch nicht gefunden hat. 

Die wahre Methode scheint mir immer die der Entwickelang zu 
sein, aber nicht nach den Excentricitäten und Neigungen. 

Bezeichnen E und E' die beiden excentrischen Anomalien und ^ die 
gegenseitige Distanz der beiden Planeten, so hat man 

__ . /öT-H b cüs-E + c sin-E-l- dcosE' + e smJB' ■+- fcosEcosE' -h g Q.a>&E7mW 
^~ ' +AsiD_Ecoa£' + *sin.Esin£' + Ac,os2B-|-/cos2S' 

wo ö, lt. ... auszurechnende Zahlenwerthe sind. Will man eine Ordnung 
ihrer Grösse fixiren, so werden in der Regel 

a -h faosEcosE' ■+- ishiEshtE' 



oder 

die Hauptterme, 



-fcos(E~E') 



bGoaE+c8mE-+- doosE' -\-esmE' 



von der ersten, die übrigen nebst (i — f) sin E s'm E' von der zweiten Ord- 
nung sein. Die Störungen beider Planeten erliält man durch die Integrale 
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(I) ((da + 5h cosS -\-ÖcdaE+-..)^. 



<"' /-al--'- 



(III) ' ''- 



dE 

iütSE'ä,. 

WO 8a, Bb, ... die Variationen der Grrössen a, h, ... bedeuten und da- 
her durch die Variationen der Elemente, multiplicirt in Za5ilenwerthe, aus- 
zudrücken sind. Setzt man 

M= nt-]-T= E—e Min E, 
so hat man. oE durch die Gleichung 

*Ö,«-Höjr--= (l — eG(>üE)aE~sinEde, 
daher 



ebenso 



aiiiEde), 



Die Integrale (II) und (III) erfordern daher die sechs 

fll ai 

[%_tdE r%_tdE^ 

J SE ,,dt ' J dE' ix' dt • 

- 3- ^„ , S- 






ai fli 

C Q shiEdE , f f sinE'dE' , 

J SE iidt '"' J dE' ,1'dt 
Die beiden ersten geben in der Theorie des Jupiter und Saturn die grossen 
Ungleichheiten, deren hanptsächhchste Terme, die durch doppelte Integra- 
tion entstehen, auf einander zurückgeflihrt werden können. Nennt man 
diese beiden Integrale A und A'^ so hat man die Gleichung 

"^+"'^'-/^'* = |-/f- 
n. 37 
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Die beiden folgenden Integrale geben bekanntlicli die Variation der grossen 
Axen. Nennt man sie B und B\ so hat man 

fiB-^fi'B' == — , 

eine Formel, die sich auch aus dem Satze von der lebendigen Kraft ab- 
leiten liesse. 

Das Problem, die unter dem Integralzeichen stehenden Functionen 
nach den Vielfachen der beiden mittleren Anomalien zu entwickeln, zer- 
fällt seiner Natur nach in die beiden, diese Entwickelung zuerst in den 
excentrischen Anomalien zu machen, und dann diese in die mittleren um- 
zusetzen, wozu man die Methoden nehmen kann, die Bessel dafür gegeben 
hat. Die Integrale (I) erfordern die Entwickelung von p~^ nach den ex- 
centrischen Anomalien, welche man dann mit den einzelnen Termen cosE, 
cosE', . . ., welche ^^ enthält, zu multipliciren hat, um die Terme, welche 
in 8a, 6b, ... multiplicirt shid und welche die Variationen der vei-schie- 
denen Elemente ergeben, zu erhalten. Zur Auffindung der Integrale (II) 
ist die Entwickelung von p~' erforderlich. Hat man dieses nach den mitt- 
leren Anomalien entwickelt, so findet man 



= / 



si .ai 



am 



ytdt. 



,a- ,„ 

B= —frdt, B'= -^ 



Um die beiden letzten der sechs Integrale zu finden, hat man. wenn man 
nicht mit der Reihe, die mnE oder sin-E' in mittleren Anomalien aus- 
drückt, multipliciren will, die Ausdrücke 

dK ' eE' 

in excentrischen Anomalien zai bilden, welche mit — -, . —A- zu mnlti- 

[idt ' fi dt 

pliciren und dann in mittleren Anomalien auszudrücken sind , wobei der 

Factor — =-- . - , , die Umwandluns der excentrischen Anomalien eher er- 
fidt fi'at ° 

leichtert, als erschwert. Betrachtet man die Umsetzung der excentrischen 
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Anomalien in mittlere als eine secundäre Arbeit, so wird die Hauptarbeit 
dem Vorhergehenden zufolge in der Entwickelung von p^^ und p"* nach 
den excentrischen Anomalien bestehen, und es wei'den keine Multiplica- 
tionen mit imendlichen Reihen noch ausserdem erfordert. 

Über die Natur der Entwickelung solcher Ausdrücke p^% p~', . . ., 
in welchen p die Wurzel eines nach zwei Winkeln fortschreitenden end- 
lichen Ausdrucks ist, habe ich im Crelleschen Journal eine Abhandlung 
geschrieben und darin gezeigt, wie man zu verfahren habe, um die Ent- 
wich elungscoeflieienten auf die kleinste Anzahl zurückzuführen und auch 
die von ^"^ aus denen von p~^ abzuleiten. Die Ausführung ftir den vor- 
liegenden Fall hoffe ich noch unter meinen Papieren zu finden, sie erglebt, 
dass man aus fünfzehn Coefficienten alle übrigen findet. Wirft man die 
Terme, welche die doppelten Argumente enthalten, nämlich 

kGos2E-\-lGOs2E', 
fort, so braucht man nur sieben Coefficienten zu kennen. Werden diese 
Relationen zwischen den Coefficienten auch nicht zur Berechnung ange- 
wendet , so sind sie doch jedenfalls als unendlich viele Controllen von 
Interesse. 

Um nun die Entwickelung zu leisten, kann man verschiedene Wege 
einschlagen. Giebt man dem p die Form 

wo, von der Bedeutung der Coefficienten abgesehen, A, B und C die 

Gestalt 

A = a-\-bcoä(E^E' + a), 

B = ccoa(E + ß)-\-c'cos(E' -hß'), 

C = fcoKE-h E' -^y)-\-(icob2E -hg'co^2E' 

haben und B von der Ordnung der Excentricitäten, G von der Ordnung 
ihrer Quadrate oder des Quadrats der gegenseitigen Neigung ist, so 
könnte man zunächst nach Potenzen und Producten der Potenzen von B 
und C entwickeln, so lange die Zahlenwerthe merklich werden. Dieser 
Theil der Arbeit bleibt für jede Potenz von p~% die man entwickeln will, 
derselbe. Bei Abschätzung der Grösse kann man statt A, durch dessen 
Potenzen dividirt wird , seinen kleinsten Werth a — b nehmen , um ganz 
sicher zu sein, keine merklich werdenden Grössen zu vernachlässigen. Die 

37* 
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Bildung der Potenzen von B und C and ihrer Produete kann entweder 
durch allgemeine Formeln geschehen, in welchen man dann die Zahlen- 
werthe von c, c', f, g, g' substituirt, oder durch successive Multiplication. 
was wohl rätblicher ist, weil dann gleich die zu kleinen Grössen von selbst 
fortfallen. Ob man gut thiit, in den Ausdrücken 

die man erhält, den Zähler N nach den Vielfachen von E — ß' und eines 
der beiden Winkel E imd E' zu ordnen, muss die Praxis lehren. Was 
die Entwickelung des Ausdrucks 

\a -h/>coä(E— E' + k)!"""^ 
betrifft, so wäre es von Interesse, die daftir von Gauss und Anderen ge- 
gebenen Methoden, wonach man, um sämmtliche Coefficienten zu finden, 
nur nöthig hat, einen einzigen unmittelbar gegebenen Kettenbruch von 
hinten zu berechnen, praktisch an einigen Beispielen durchzuführen. Herr 
Leverrier hat neulieb die kühne Behauptung aufgestellt, dass alle Me- 
thoden irreführten, und man zur gemeinen Eeihenentwickelung der Coef- 
ficienten seine Zuflucht nehmen müsse, und hat er die grosse Arbeit durch- 
geführt, auf diese Weise für alle Oombinationen je zweier Planeten die 
besagten Coefficienten zu berechnen. Es wäre daher der Mühe werth, 
das Gegentheil nachzuweisen. Auch habe ich zu demselben Zwecke ganz 
neue, auf einem merkwürdigen und sehr aligemeinen, aus der Theorie der 
elliptischen Transcendenten entlehnten. Principe beruhende Approximations- 
formeln. 

Die Umwandlung der exeentrischen Anomalien in mittlere geschieht 
wohl am besten so, dass man erst nach den Vielfachen von E' ordnet 
und in jedem Coefficienten die Vielfachen von E in die von M umsetzt, 
dann nach den Vielfachen von M ordnet und in jedem Coefficienten die 
Vielfachen von E' in die von M' umsetzt. Die hierbei vorkommenden 
Transcendenten hat Bessel In seiner Abhandlung über den Theil der 
Störungen, der von der Bewegung der Sonne abhängt (welchen Theil ich 
oben fortgelassen habe), untersucht. Für kleine Excentricitäten werden 
diese Transcendenten leicht berechnet, und es convergiren auch die Reihen 
für coiimE und sinm£ sehj- stark; für grössere, wie bei Pallas, kann aber 
das Geschäft mühsamer werden, weil die Excentricität noch immer mit der 
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Zahl zn niiiltipliciren ist, "welche die excentrische Anomalie untei- dem 
Cosinus- oder Sinus- Zeichen afficirt. Es wäre sehr wünschenswerth, wenn 
für diese Umsetzung der einen Anomalie in die andei'e ftlr jeden Planeten 
eine Tabelle berechnet würde mit den nöthigen Correctionen für eine 
Änderung der Excentncität, was keine gi-oese Arbeit zu sein scheint. 

Was die Anzahl der nach den excentrischen Anomalien fortschrei- 
tenden Reihen betrifft, welche man in mittlere Anomalien umzusetzen hat, 
so kann man für die Integrale (I) bemerken, dass die elf Coefficienten 
er, h, ... nur sieben Elemente enthalten, nämlich die gegenseitige Neigung 
der beiden Bahnen und die Distanzen ihrer gemeinschaftlichen Knotenlinie 
von den Perihelien ausser den beiden grossen Axen und Excentricitüten. 
Man bat daher nur sieben Reihen, welche vermittelst der Gleichung 

d— d~ . 

^ £__!_„ ?- = _ Jl 

da ' dff.^ Q ' 

WO ß und R, die beiden Halbaxen seien, auf sechs zurückkommen; dann 
hat man nur noch die Reihe sin-E:?, so dass man im Ganzen in sieben 
Reihen die Umsetzung der Anoniahen zu bewerkstelligen hat. 

Man kann auch, wenn V eine nach beiden excentrischen Anomalien 
fortschreitende Reihe ist, das Integral 

jrä, 

unmittelbar wieder in den excentrischen Anomalien darstellen, wozu nur 
eine fortgesetzte, leicht ausftlhrbare Multiplication mit ccosE + c'cosjE' er- 
forderlich ist. Die Theile von V, welche nur eine excentrische Anomalie 
enthalten, integrirt man unmittelbar, indem man fdr dt 

- (1 —e cosE)dJi, 



-^(1 — e' cos E')dE' 

schreibt. Man kann daher annehmen, dass in V beide Anomalien immer 
vermischt vorkommen. Es sei 

C Vdt =W„-hW^+ W2-\ = W, 
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SO wird 





äw IX aw _ ^(' aw 




dt 1 — «tos-B aE ' l^cj'coa«' aE' ' 


und daher 






(l-.oosE)(l-«'cos£')''= V„ 


r, = li 


aw , aw i , ^,aw , „an 
-äE+f -aW-^V" "'^ -5E+'' '"">'' aE 


Diese Gleichnng 


wird erfüllt, wenn man setzt 




3»« , äW„ 
^' " aE+f aFJ 


^e'co: 


„, 3H'. , „ aw„ aw, , aw, 


, „, aw, , _ aw, aw, , aw, 

„e c„,E -g^ +„ ec„,E ^g,- -„ ^^, +„ ^^, 



Alis der ersten Gleichung erhält man W^, indem man f\ so nach t iiite- 
grirt, als wenn die Excentricitäten Null wären, wodurch aus jedem Terrae 
cos(iE-\-t'E' -ha) der neue Terra 

sm(iE-h-l'E' -ha) 

ili-hi'l-i' 

wh'd. Durch dasselbe Verfahren findet man aus der zweiten Gleichung W^, 

dann aus der dritten W^, was man so lange fortzusetzen hat, als die Werthe 

noch merklich werden. Wenn in W„^ und W^+^ die allgemeinen Glieder mit 

Ä(i, i', m^cosQiE-hi'E'-ha), A(i, i', m-hl)oös(iE + i'E' -h a) 
bezeichnet werden, so erhält man nach dem Obigen A(vi-hl) aus A(^m) 
durch die Gleichung 

2A(_i, i', m + l) = 
i t.ie'[A(i, i'- \, m) + yl(^, /' + L 'm)]-h i' l-i ' e[A(i~ l, i\ m} + Jft+ 1, i\ m)] 

Man sieht hieraus, dass A(i, i\ m) von der m''" Ordnung in den Excen- 
tricitäten ist. 

Man kann auch die beiden Methoden, nämlich die der Entwickelung 
und die der Coefficientenbestimmung durch mechanische Quadraturen com- 
biniren, indem man letztere nur in Bezug auf einen Winkel anwendet. 
Dies scheint für Jupiter and Pallas eine passende Methode zu sein, bei 
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der auch das etwas mühsamere Umsetzen der excentrischeii Anomalien der 
Pallas in mittlere erspart wird. Es kommt bei dieser Methode zu Statten, 
was man im Planetensystem immer voraussetzen kann, dass nämlich wenig- 
stens eine der beiden Excentricitäten eine kleine Grösse ist, denn in den 
Fällen, wo beide gross sind, hat man bis jetzt die Anziehung wegen der 
kleinen Massen als Null betrachtet. Es seien E und E' die excentrischen 
Anomalien des Jupiter und der Pallas, so wird in dem für p gegebenen 
Ausdruck k eine sehr kleine Grösse, von der Ordnung des Quadrats der 
Excentricität des Jupiter, sein. Man setze 

X = E—M\ 
d. h, die excentrische Anomalie des Jupiter weniger der mittleren Anomalie 
der Pallas, so kann man p^ die Form 

(1^ = A -{- BcosX-\- CsmX-\- kcoä2E 
geben, wo k eine Constante ist, und A, B, C bloss die excentrische und 
mittlere Anomalie der Pallas enthalten. Es ist näralich 
A = a + dcosE' -i-esmE' -hlcos'IE', 

B = f cos{iJ' — ü') 4- cosM' (b -\-yämE') ■+- sinl/' (t- + h cosÄ' -f- (i — /)sin£"), 
C = fs\a{E' — M') — &mM'(h + gsmE'')-ir(:,oäM'{c+hcmE'-{-(i--f)smE'), 
wo yB''-\- G^ = D bloss den Winkel E' enthalt. Um nun z, B. p""^ zu 
entwickeln, giebt man dem p die Form 

Q = yA -t- D cos(.i — a)-l-kcoa2E 
und berechnet für die verschiedenen "Werthe von M' die entsprechenden 
"Werthe von A, D und «. Der Winkel a wird immer nur klein sein, 
und die verschiedenen Werthe von A und D, die man für die verschie- 
denen Werthe von M' erhält, werden nur um Grössen von der Ordnung 
der Excentricität der Pallas von einander differiren. Man hat nun 

e"" = [^-|-Z>cos(-l — ß)] -■ — -^Äcos2-E[^ + i)co8(A — a)] ^ -\ , 

welche Reihe, weil k:(A — D) Überaus klein ist, nicht weit fortgesetzt zu 
werden braucht; auch werden die nach dem ersten folgenden Glieder aus 
diesem Gnmde keine Mühe machen. Die Coefficienten der Entwickelung 
nach den Vielfachen von ^ — « der Ausdrücke 

[^H-DcosC-i — K)]""ä", [^l + Zlc,os(;. — «)]"^, . . . 
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findet man leicht nach den dafür bekannten Vorschriften. Auch würde 
es, da die Werthe von D:A, für die man zu entwickeln hat, nahe ein- 
ander gleich sind, gut sein, für diesen benachbarte Argumente Tafeln zu 
geben, aus denen man die Werthe, welche man braucht, dui'ch Interpola- 
tion findet. Überhaupt wäre es gewiss sehr gut, wenn man für jede 
Combination zweier Planeten, deren halbe Hauptaxen a und a' sind, 
Tafeln für die Entwickelnngscoefficienten von 

{l — 'ihcos<f^h'^')~^, (1 — 2icösy-i-ö-)~^, , . . 

berechnete, in denen dem Argumente b die dem Quotienten a' la, welcher 
<C 1 zu nehmen, benachbarten Werthe zukommen. Aus diesen partiellen 
Tafeln würde sich dann später eine einzige, alle Werthe von 6<;l um- 
fassende, zusammensetzen lassen. Der Anzahl der Werthe von M' für 
welche man die Grössen A und D zu berechnen und die obigen Aus- 
di-ücke zu entwickeln hat, entspricht die Potenz der Excentricität der 
Pallas, bis auf welche man gehen will. Dies ist durch die Einführung von 
l ^ E — M' für E bewirkt worden , denn sonst würde sich diese Anzahl 
nach der Potenz des Quotienten der beiden Hauptaxen richten, der bei 
Weitem grösser ist. Man kann annehmen, dass man die Arbeit dadurch 
über die Hälfte abkürzt. Auch erlangt man dadurch in Bezug auf die 
hauptsächlichsten Terme, dass die den verechiedenen Werthen von M' ent- 
sprechenden Goefficienten desselben Termes nahe gleich werden; es ist 
aber ein Vortheil , wenn die verschiedenen Werthe , welche man durch 
eine Cosinus- und Sinus-Reihe darzustellen hat, nahe einander gleich sind, 
weil man eine beliebige Grösse als Oonstante von ihnen abziehen kann 
und dann, wenn man für diese Oonstante einen mittleren Werth nimmt, 
nm- kleine Grössen übrig bleiben. Man bewirkt hierdurch, dass man es 
nur mit Grössen zu thun hat, welche in die erate Potenz der Excentricität 
der Pallas oder des Jupiter, resp. in das Quadrat ihrer Neigung, nmlti- 
plicirt sind. 

Um die Werthe, welche in die Potenzen von kcos2E multipHcirt 
sind, mit einander zu vereinigen, setze man 

kcos2E = kcos(2M' + 2a)cos2(?. — a) — ksia(2M' -h2a)ain2(X — a), 

so dass der nach den Vielfachen von Z — a zu entwickelnde Ausdruck 



Hosted by 



Google 



BERICHT VON BRDNS ÜBER DEN ASTRONOMISCHEN NACHLASS JACOBI'S. 297 

von ^~", welcher einem beatimmten "Werthe von M' entspricht, die Form 

{A-hD cos(Ä — «) 4- k'cos'2(l - a) ~^k"sm2(l — a)\ "^ 
erhält, wo die G-rÖssen 

k' ^kcos2(iM'-i-<x), k" = —ksia2(M' -^a) 
sehr klein sind. Zwischen den Coefficienten der Entwiekelung dieses ganzen 
Ausdrucks findet man leicht lineare Eelationen, welche als Oontrolien 
dienen können. Man könnte diese Relationen auch dazu benutzen, diese 
Coefficienten von hinten nach vorn zu berechnen vermittelst den Eetten- 
brüchen ähnlicher, aber verallgemeinerter Algorithmen; doch ist hierzu 
eine nähere Untersuchung nöthig, welche ich noch nicht ausgearbeitet 
habe, welche aber auch auf die nach zwei Winkeln fortschreitenden Ent- 
vrickeUuigen ihre Anwendung finden wird.*) Wenn man nicht nach den 
Potenzen von k oder von k' und k" zuerst entwickeln will, so hat man 
zur Bestimmung der Coefficienten die Substitutionen anzuwenden, welche 
die bekannten Theorien darbieten , um den Ausdruck unter dem Wurzel- 
zeichen zu vereinfachen. Da diese Substitutionen aber die Auflösung 
einer cubischen Gleichung erfordern, die gerade wegen der Kleinheit von 
k mit besonderer Voi-sicht und Genauigkeit geschehen muss, und man auf 
sehr unangenehm zu berechnende elliptische Integrale dritter Gattung mit 
imaginären Parametern geftlhrt wird, so halte ich es bei der Kleinheit von 
k, welche in allen Fällen angenommen- werden kann, für leichtei', die 
oben angegebene Methode zu verfolgen. Wäre k nicht so klein, so würde 
es passend sein, eine aus dem oben erwähnten neuen Approximations- 
Princip abgeleitete Formel anzuwenden, welche elegant und bequem ist 
und ohne ein i-ücklaufendes Verfahren tmmittelbar jeden Coefficienten in 
der Entwiekelung eines Ausdrucks 

(ffl -\-bcQS(f -i-cc(is2y -\-dsia2(p) ^ 



*} Ich habe im vorigen Sommer einen solchen verallgeraeiuerteu Älgorittimus auf die Cubik- 
wurzeln ganzer Zahlen angesvendet uniä die Algorithmen in den freilich nicht zahlreichen Beispielen, 
die ich berechnete, periodisch gefunden; zu gleicher Zeit erhält man dadurch die Auflosung der 

Gleichung 

(^ + y^^+^^)(^ + «yl^-i-«^^[V)(;t + «Vl^+" = V'?-) = 1 

in ganzen Zahlen. Eine Badereise hinderte mich, diese interessante Untersuchung zu verfolgen, und 
jetzt bin ich ganz davon abgekommen. 
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giebt, aber freilich ebenfalls die Auflösung einer cubischen Gleichung er- 
fordert. Hat man für jeden Werth von M' die Entwickelung gemacht, 
so wird man sämmtliche Reihen an eine Doppelreihe anschliessen , die 
nach den Vielfachen von Ä und M' fortschreitet. Dadurch, dass man 
wieder X^E—M' setzt, verwandelt man diese in eine nach E und M' 
fortschreitende Eeihe, in welcher man schliesslich die E in die M umsetzt, 
was keine grosse Mtihe erfordert, weil die zu E gehöi-ige Excentricität 
des einen Planeten immer sehr klein angenommen werden kann. 

Bei der gewöhnlichen Art doppelter mechanischer Quadratur würde 
es, glaube ich, noch immer ein Vortheil sein, wenn man statt eines zu 
entwickelnden Ausdrucks Q schriebe 

wo (Q) der Ausdruck ist, welcher erhalten wird, wenn man in Q die 
Excentricitäten und Neigungen gleich Null setzt, oder, wenn die Neigung 
gross ist, vielleicht auch nur die Excentricitäten. Da sich (Q) immer 
leicht analytisch entwickeln lässt, so hätte man es mit den viel kleineren 
numerischen "Werthen von Q — (Q) zu thun, so dass man durch dieselbe 
Anzahl berechneter Ordinaten eine grössere Genauigkeit erhalten kann. 
Gerade aber bei dieser Methode kann dies möghcherweise von gi'ossem 
Vortheil sein, da man gezwungen ist, um eine auch nur etwas grössere 
Genauigkeit zu erhalten, die Arbeit zu verdoppeln oder gar zu vervier- 
fachen. Vielleicht würde man auch die Entwickelung Q — (Q) mit 5- oder 
6-steUigen Tafeln machen können, während für Q selbst 7 Stellen nöthig 
sind. Dies ist entschieden ein Vortheil, welchen die Methode der Ent- 
wickelung vor der Methode der doppelten mechanischen Quadraturen vor- 
aus hat, dass man dort ganz oder zum bei Weitem grössten Theile mit 
5 Stellen auskommt, wenn man bei dieser 7 Stellen haben muss, weil sie 
die kleinen Grössen als Differenzen von grossen giebt. 

Ich komme jetzt zu derjenigen Methode, welche am meisten eigen- 
thümlich ist und die mannigfachen Hülfsmittel der Analysis darlegt, und 
für welche ich auch bereits einige numerische Ausfilhrungen veranlasst 
habe. Mau trennt zuerst wieder die kleinen Grössen icos3-E und /cos2E' 
von dem Ausdrucke unter dem Wurzelzeichen ab und behält dann einen 
Ausdruck von folgender Form: 



Hosted by 



Google 



BERICHT VON BRUNS ÜBER DES ASTRONOMISCHEN XACllLASS JACOBI'S. 299 

u = a -Jrh cosE+e smE 

+ («' -I-&' cosJS+c' sinS)cosE' 
+ (a" -H- fi"cosE+ c"siQ-E)siii-E', 
wovon die Potenzen der Ordnung — \, — |-, ^-|, ... zu entwickeln 
sind. Man kann nicht wissen, ob es unmöglich ist, dass die Doppelinte- 
grale, welche die Coefficienten geben, sich allgemein auf einfache zurück- 
führen lassen, und es ist jedenfalls hier ein interessantes Feld von Unter- 
suchungen gegeben. Jene Zurückführung gelingt bei Doppelintegralen von 
der Form 

d<fidip 



JI, 



II 






yi — (cosycosy' + cosJsinysmi/') 
von denen letzteres den Fall betrifft, wo die Excentricitäten gleich Null, 
die Axen einander gleich sind, die Neigung aber beliebig ist (fllr das zweite 
Integral vergleiche Crelle's Journal, Band 15; cfr. Bd. VI S. 116 dieser 
Ausgabe). Ich habe nun bemerkt, dass man zur Behandhmg solcher 
Ausdi-ücke 

in welchen ^^l■ der vorstehende Ausdruck von zwei Winkein ist, dieselben 
Methoden und Formeln gebrauchen kann, welche dazu dienen, ein elliptisches 
Integral auf seine einfachste Form zu bringen, und auch diejenigen For- 
meln, welche ein solches Integral in ein ähnliches mit kleinerem Modul 
transformiren. Ich gehe hierbei von folgenden Gesichtspunkten aus. 

Ich betrachte als Operationen von untergeordneter Schwierigkeit 
und als zugestanden alle solche, welche sich nur auf einen Winkel be- 
ziehen. Eine bekannte Erleichterung besteht darin, dass man jeden der 
"Winkel E und E' , um den Ausdruck auf eine kleinere Zahl von Tennen zu 
bringen, um eine Constante ändert. Aber eine viel grössere Vereinfachung 
erreicht man, wenn man in Be2ug auf jeden der beiden Winkel Substitu- 
tionen von der Fomi anwendet, wie sie Gauss in seiner Abhandlung: 
„Determinatio attractionis etc." zur Reduction eines elliptischen Integrals 
braucht. Diese Substitutionen haben die Form 

i-mE = «'-^ß''^<*^V-^Y'sm 7i ^.^^, ^ «" -f-^"cos); -|-}-"sm)i 

a-\- ß GOSYj -f- / siaij ' a-+- ß cosij '-+- y sinJj 

38' 
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Lind kommen, wenn man E und t] um eine passende Constante ändert, 

ganz mit der Relation Überein, welche zwischen der excentrischen und 

der wahren AnomaHe eines Planeten stattfindet. Setzt man ähnlich 

.-.( /' + o'cosn' H-Ä'sin«' . „, f" + g"cosii' + h"sm7]' 

cmiL' = ' , " , , , ■ — r-, sin£' = ' " '- ■ , , . — ^, 

f + gcosri -i-As)Eij /-f-^cos»; +Aaiii»j 

so kann man die Coefficienten beider Substitutionen so bestimmen, dass u 
die Form 

__ f?— G'costjcost;' ^ (?"sinijsirijj' 

(k-+-/3c08^-1- j'sinjj)(/-f-yco8'ij' H-Aeimj') 
erhält, in welcher der Theil, der die beiden "Winkel verbunden enthält, 
nämlich 

G — G' cosrj cos-Tj' — ©"siujjsinij', 

eine möglichst einfache Form hat. Doch ehe ich weiter gehe, wird es 

gut sein, dies und das Vorhergehende durch Zahlenbeispiele zu erläutern." 

Hier bricht der Text ab; es folgt nur noch der in der Abhandlung über 

die grosse Ungleichheit des Saturns gebrauchte numerische Ausdruck für j>^ in 

dem System Jupiter-Saturn. 

Blatt 48 — 65. 

Blatt 48 beginnt mit der Überschrift: 
„De evolutione expressionis 
F'= U"" ^ [a ■+■ 2b 00^^-^-20 sin ^-\- 2 cosip (a' -\- 2 f>' cos ip-h 2 c' sin cf) 

+ 2sinip(a" + 2i"cos5p + 2c"sin^)|'~" 
in seriem seeundum cosinus et sinus utriusque anguli (p et y procedentem, 
ejusque coöfficientibus ad minimum numerum transcendentium reducendis." 
Bis Blatt 6 1 steht der Inhalt im engsten Zusammenhange mit den Rech- 
nungen auf Blatt 1 — 11. Auf Blatt 56 ist das Resultat ausgesprochen, dass 
die Anzahl der coefficientes pnmordiales sieben beträgt; ferner ist am Schlüsse 
der Satz gegeben, dass die genannte Zahl bei der Entwickelung der reciproken 
Distanz zweier Planeten auf 15 steigt. 

Auf Blatt 61 schliesst sich dann an: 

„De evolutione cosinus aut sinus multipli anomaliae verae in seriem 
infinitam seeundum cosinus aut sinus multiplorum anomaliae excentricae 
procedentem, et vice versa." 
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Auf Blatt 64 endlicli folgt: 

„Expressto distantiac dnarniii planetarum per anomalias earnm ex- 
centricas exhibita." 

Blatt 66-114. 

Fragmente von Rechnungen. Blatt 89 — 107 bildet die Fortsetzung zu 
Blatt 147 (vgl. unten). Die übrigen Blätter beschäftigen sich mit der En1> 
Wickelung der Störungsfunction speciell fllr den Fall einer verschwindenden 
Neigung. Es handelt sieh dann um die Entwickelung des Ausdrucks 

wo s und t Exponentialgrössen mit rein imaginären Exponenten sind. 

Rlatt 115 — 132. 

Blatt 115—126 enthält Rechnungen über vei^chiedene Formen, welche 
man dem Quadrate der Distanz zweier Planeten geben kann, wesentlich zu dem 
Zwecke, durch Abspaltung kleiner Glieder die Entwickelung des Restes zu er- 
leichtern. 

Blatt 127 — 132 enthält Concepte zu den beiden Schreiben an Hansen 
(vgl. S. 258-279 dieses Bandes). 

Blatt 133 — 147. 

Zu diesen Blättern gehört als Fortsetzung Blatt 89 — 107 (vgl. oben). 
Sie enthalten Rechnungen über die Bessetschen Functionen, besonders mit 
Rücksicht auf die Frage nach der Convergenz der Reihen för die Entwickelung 
der excentrischen und der wahren Anomalie nach der mittleren. 

Blatt 148—151. 

Bruchstück einer, wie es scheint, unvollendet gebliebenen Unterstichung, 
über deren Ziel folgende Sätze Auskunft geben: 

„Herr Hansen hat zuerst die glückliche Idee gehabt, die in der 
Störungstheorie vorkommenden Reihen zu integriren, ohne die beiden 
Winkel in andere, der Zeit proportionale, zu verwandeln, sondern den Inte- 
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gralen dieselbe Form zu lassen, welche für die Entwickeliing der störenden 
Kräfte passend erschien. Diese neue Integrationsmethode ist vielleicht 
das Wesentlichste, was in neuerer Zeit zur Lösung der Störungstheorie 
hinzugefügt worden ist, und sie erlangt eine erhöhte Wichtigkeit dadurch, 
dass sie, über den von Hansen behandelten Fall hinaus, welcher als ein 
erstes und einfachstes Beispiel betrachtet werden kann, der vielfachsten 
Anwendung auf schwierigere Probleme ft.hig scheint. Wenn bei Hansen 
die Winkel aus der excentrischen Anomalie des einen und der mittleren 
des anderen Planeten bestehen, so wollen wir hier den Fall behandeln, 
wo unter dem Cosinus- oder Sinus-Zeichen sich incommensurabele Viel- 
fache eines elliptischen Integrals und seiner Amplitude befinden. Die hier- 
bei vorkommenden Schwierigkeiten werden sich durch eine zweckmässige 
Benutzung der von der Theorie der elliptischen Functionen dargebotenen 
Hülfsmittel Überwinden lassen. Es wird aber hierbei auch noch die Ent- 
wiekelung von anderen Principien erfordert, welche ebenfalls vielfache An- 
wendung auf verschiedenartige Probleme finden. Wenn nämlich in be- 
kannten Fällen sämmtliche Coeflicienten einer nach den Cosinus oder Sinus 
fortschreitenden Entwickelung durch die von hinten anzustellende Berech- 
nung eines einzigen Kettenbruches mit grosser Leichtigkeit gefunden werden, 
so wird es hier nöthig, aus den Kettenbruchen analogen, aber allgemei- 
neren Algorithmen bequeme Rechnuugsinethoden abzideiten." 

Blatt 152 — 154. 

Diese Blätter enthalten eine kleine Rechnung über die Bahn und die Masse 
des Sirius im Anschlüsse an die Peterssche Untersuchung über die Siriusbahn. 



Einzelnes Blatt, enthaltend die numerischen Coefficienten für das Quadrat 
der Distanz Jupiter-Pallas, und zwar unter Benutzung der am Schlüsse von 
Blatt 43 — 47 dargelegten Transformation. 

Blatt 156 — 166. 

Ein Manuscript von fremder Hand zu der Arbeit über die grosse Un- 
gleichheit des Saturns (vgl. S. 145 — 174 dieses Bandes). 
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Blatt 167 — 172. 

Reclinungon von fremder Hand mit der Überschrift; 

„Bestimmung der vom Neptun abhängigen Coefficienten in dem Sy- 
steme der acht linearen Gleichungen, welche zur Berechnung der Säcular- 
Ungleichheiten der Excentricitäten und Perihelien der Hauptplaneten dienen." 

Blatt 173—178. 

Blatt 173 enthält einen Brie!' von Bessel (an Jacobi?) vom 23. April 
1837 über Fehler in den Bouvardschen Tafeln fOi- Jupiter, Saturn und Uranus. 
Die folgenden Blätter, von fremder Hand, enthalten das Detail zu der Berechnung 
der S, 146 dieses Bandes gegebenen Coefficienten in der Distanz Jupiter-Saturn. 

Blatt 215 — 235.=") 

Numerische Rechnungen ohne Text. Nur auf Blatt 230 (von Bessel's 
Hand) finden sich die CoIumnenOberschriften : „Jupiter, Pallas," Blatt 234 ist 
von Luther's Hand. 

Blatt 236—277. 

Bruchstücke von Formelentwickelungen und numerischen Rcchnmigen, 
zu der Satumsarbeit gehörig. 

Blatt 882—912.**) 

Das auf Blatt 882 — -883 enthaltene Bruchstück trägt die Überschrift: 
„Einige Bemerkungen über die zweckmässige Wahl der Winkel, 
nach deren Vielfeichen die planetarischen Winkel zu entwickeln sind." 
Das Bruchstück enthält nur die Formulirung der Aufgabe, die sich so 
aussprechen lässt: „Das Integral 

in welchem /*' die mittlere Anomalie des einen Planeten und s die exceotrische 



') Blatt ns — -214 fehlt. 
"} Blatt ^78 — 881 fehlt. 
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des anderen bedeutet, während a und ß ganze Zahlen sind, lässt sich in den 
drei Formen 

darstellen, wo n das Verhältniss der mittleren Bewegungen bedeutet. Es ist 
zu untersuchen, welche von diesen drei Reihen am besten convergirt." 

Blatt 884- — 893 enthält wieder Entwickelungen zu der grossen Ungleich- 
heit des Saturns. 

Blatt 894 — -912 enthält in Fonn eines Schreibens an Schumacher 
(datirt Berlin, d. . . Sept. 1848) einen Entwurf zu einer grösseren Arbeit, 
deren Text daraufhinausging, durch Abspaltung kleiner Terrae in dem Quadrate 
der Distanz zweier Planeten den Rest auf eme solche Form zu bringen, dass 
die Entwickelung der reciproken Distanz dadurch möglichst erleichtert werde. 
Eine weitere Ausfülii-ung des Entwurfes, resp. eine Veröffentlichung desselben 
in den Astronomischen Nachrichten, ist nicht erfolgt. Hervorauheben sind hier 
zwei Sätze am Schlüsse des Entwurfes: 

„In der Entwickelung des Quadrats der reciproken Entfernung 
der Punkte zweier in derselben Ebene befindlichen Ellipsen nach den Viel- 
fachen ihrer excentrischen Anomalien sind die Entwickelungscoefiicienten 
endlich algebraisch ausdräckbar." 

„Ich will noch erwähnen, dass bei der Entwickelung der störenden 
Kräfte der Umstand, dass die Ellipsen einen gemeinschaftlichen Brennpunkt 
haben, nicht die geringste Rechnungserleichterung gewährt, was mir noch 
nicht herv'orgehoben zu sein scheint." 

Blatt 1480— 1484. '■') 

Auf Blatt 1480 befindet sieh der Entwurf zu einem Schreiben an Schu- 
macher (datirt Berlin, d. 25. Dec. 1848) betreffend die Arbeit von Carlini (vgl. 
S. 175ff. dieses Bandes). Blatt 1481 — 1482 enthält den Entwurf des zweiten 
Briefes von Jacobi an Hansen (vgl. S. 271 — 279 dieses Bandes). Die übrigen 
Blätter sind Bruchstücke. 



') Blatt 913 — 1479 fehlf. 
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Blatt 1485—1489. 

Mänuseript von fremder Hand zu dem in der Abhandlung über die 
grosse Ungleichheit des Satums enthaltenen Capitel: 

„Theil der grossen Ungleichheit, welcher von 

herrührt" (vgl. S. 162 dieses Bandes). 

Blatt 1490 — 1499, 
Bruchstücke von Rechnungen ohne jeden Text. 

Blatt 1616 — 1622.*) 

Zwei Ansätze zu einer Abhandlung: 

„Über die Bestimmung der Integrale 



r ( 2K.V , \ , 



Blatt 1623 — 1624. 
Ansatz zu einer Entwickehmg für die Variation des Radinsvectors. 



'■) Blatt 1500 — 1015 fehlt. 
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ÜBER DESCAETES LEBEN UND SEINE METHODE, DIE VBKNUNFT 

RICHTIG Zu LEITEN UND DIE WAHRHEIT IN DEN WISSENSCHAFTEN 

Zu SUCHEN. 

(Eine Vorlesung, gehalten am 3. Januar 1846 im Vereine für wissensoliaftliclie Vorträge in der 
Berliner Singakademie.) 

Berlin 1846, Verlag von W. Adolf und Comp. 



Ehrwürdige Versammlung! 

Es hat eine Mitternacht der Geschichte gegeben — man rechnet sie 
etwa Lim das Jahr 1000 nach Christo — in welcher das Menschengeschlecht 
die Kunst und die Wissenschaft fast bis auf die Erinnerung verloren hatte. 
Der letzte Dämmerschein der lichten Heidenwelt war verglommen, und noch 
köndete nichts den neuen Tag an. Was von Bildung in der Welt war, fand 
sich nur bei den Sarazenen, und ein lernbegieriger Papst musste verkleidet auf 
ihren Universitäten studiren und galt dadurch im Abendlande für ein Wunder 
der Welt. Nachdem endlich die Christenheit lange genug die todten Knochen 
der Märtyrer angebetet, strömte sie zu dem Grabe des Erlösers selbst und er- 
fuhr hier zum zweiten Male, dass es leer und der Christ auferstanden sei. Da 
erstand auch sie, kehrte um zu der Thätigkeit und den Geschäften des Lebens, 
erneuerte Reg-samkeit trat ein in Handel und Gewerbe, die Städte erblühten, 
ein fi'eier Bürgerstand gründete sich, Cimabue erfand wieder die untergegangene 
Malerkunst, Dante die Poesie. Da wagten auch grosse und kühne Geister, 
wie Abälard und der heilige Thomas von Aquino, in den katholischen Lehi'- 
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begriff die tn-iatoteliselie Logik einzuführen, und es entstand die Schöpfung der 
scholastischen Philosophie. Aber wenn so die Kirche die Wissenschaften unter 
ihren Schutz nahm, so forderte sie auch für die Formen, unter denen dies ge- 
schah, denselben unbedingten Autoritätsglauben, wie für ihre eigenen Lehrsätze. 
Es geschah so, dass die Scholastik nicht den menschlichen Greist befreite, son- 
dern ihn durch lange Jahrhunderte in Fesseln zwang und ihm sogar die Idee 
der Möglichkeit freier wissenschaftlicher Foi«chung entfremdete. Endlich aber 
brach auch hier der Tag an, und die Menschheit erstarkte, von ihrer Befugniss, 
sich von den natürlichen Dingen durch Selbstdenken eine Erkenntniss zu ver- 
schaffen, Gebrauch zu machen. 

Man bezeichnet in der Geschichte das Anbrechen dieses Tages mit dem 
Namen der Renaissance oder des Wiederauflebens der Wissenschaften. An der 
Schwelle der so benannten Zeit erblicken wir, vor Allen hervorragend, Rene 
Descartes, der den Riesenentschluss fasste, in allen Dingen der Erkenntniss 
von vorn anzufangen und alles bisher auf Autorität Begründete einer neuen 
Prüfung zu unterwerfen. Erlauben Sie mir. Ehrwürdige Versammlung, Sie von 
diesem ausserordentlichen Manne und der Geschichte seines Entschlusses, der 
eine welthistorische Begebenheit geworden ist, in dieser Stunde unterhalten 
zu dürfen. 

Im Jahre 1596 aus einem altadeligen Geschlecht der Touraine geboren, 
in der Jesuitenschule von la Fleche erzogen, findet er sich in seinem achtzehnten 
Jahre von den Wissenschaften, die er durchaus und mit heissem Bemühen 
studii-t, um eine sichere und klare Erkenntniss in allen Dingen des Lebens zu 
gewinnen, getäuscht und beschllesst, sie aufzugeben. Mit anderen jungen Edel- 
leuten ergiebt er sich in Paris während kurzer Zeit den Vergnügungen seines 
Alters und Standes, besonders dem Spiel; hiervon noch weniger befriedigt., 
verschwindet er seinen Fi'eunden, und in einem entlegenen Hause des Faubourg 
St. Gerraain widmet er sich während zweier Jahre tiefster Einsamkeit mathe- 
matischen Meditationen. Endlich entdeckt und die Unmöglichkeit einsehend, 
sich dem Strudel der Pariser Gesellschaft zu entziehen, beschliesst er, die Welt 
auf einem grösseren Theater zu studiren. Das Bandelier des Soldaten dient 
ihm in der von Kriegsläufen bewegten Zeit als Pass. Zuerst geht er nach 
Breda in Holland, um unter Prinz Moritz das Kriegshandwerk zu lernen. Da 
dieser gerade einen zweijährigen Waffenstillstand mit Spinola schliesst, begiebt 
er sich nach Frankfurt, um dem prachtvollen Schauspiele der Krönung Kaiser 
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Ferdinands 11. beizuwohnen; dann tritt er als Volontär bei den Truppen ein, 
die der Baiernherzog gegen die Böhmen wirbt. Er beginnt die Campagne mit 
einem Winterquartier, das er in einem Örtchen im Herzogthum Neuburg an 
der Donau bezieht. Hier in tiefster Einsamkeit erkennt der 22-jährige Jüng- 
ling die Nothwendigkeit, wenn er die Wahrheit gewinnen will, sich aller seiner 
ihm von Aussen gekommenen Vorstellungen zu entäussern , alle ihm durch 
Autorität übei-lieferten Kenntnisse fortzuwerfen, seine ganze intellectuelle und 
morahsche Welt zu zerschlagen und durch die dem Erdensohne verliehene 
Macht der Vernunft sie sich prächtiger wieder zu erbauen. Es ist dies kein 
Unterfangen frevlen Übermuthes; er fühlt die ganze Qual dieser Selbstentäusse- 
rung, und im heiligen Gebet erfleht er zu seinem schweren Beginnen den Bei- 
stand der Jungfrau Maria und gelobt ihr eine Wallfahrt nach Loretto. Denn 
wohlveratanden , indem er es für seine Pflicht hält, Alles in Frage zu stellen, 
was im Bereiche der Vernunft lag, freute er sich an den Wahrheiten und Üeber- 
lieferungen der Religion, als über die Vernunft erhaben, ohne Prüfung fest- 
halten zu dürfen. 

Im Frühjahr 1620 Hess der Herzog von Baiern seine Truppen nach 
Schwaben vorrücken, wo Descartes in Ulm die Gelegenheit benutzte, den be- 
rühmten alten Rechenmeister Johannes Faulhaber zu besuchen, der denn frei- 
lich verwundert war, in dem jungen Soldaten eine mathematische Wissenschaft 
zn finden, die seine schweren Probleme spielend löste. Im September reiste 
er von Ulm mit den französischen Gesandten nach Wien. Als er hier hört, 
dass sein General, der Herzog von Baiern, seine Truppen nach Böhmen geführt 
hat, geht er dahin in's Lager ab und macht die berühmte Prager Schlacht mit, 
nach der er mit den Siegern in die Stadt einzieht. So war seine erste Waffen- 
that gegen den Vater der Prinzessin gerichtet, die später seine erste und eifrigste 
Schülerin in Philosophie und Mathematik geworden ist, Nachdem er in einem 
Winterquartier im südlichen Böhmen in ernster Verfolgung seines grossen Planes 
wieder eifrig dem Studium obgelegen, folgt er im Frühjahr 1621 dem öster- 
reichischen General Buequoy nach Ungarn auf seinem Zuge gegen den be- 
rühmten Siebenbürgischen Fürsten Bethlen Gabor und wohnt den glückliehen 
Belagerungen von Pressburg und Tyrnau bei. Aber die unglücldiche Kata- 
strophe bei Neuhäusel, wo Buequoy fiel, verleidete ihm den Krieg. Am Tage 
nach Aufhebung der Belagerung kehrte er mit vielen anderen beim Heere be- 
findlichen Franzosen und Wallonen nach M'^ien zurück, und da in Frankreich 
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SO eben wieder dev Hiigenottenkrieg ausgebrochen war, und in Paris die Pest 
wüthete, beschliesst er, den friedlichen Norden Europa's zu besuchen. Er kehrt 
nach Mähren zurück und geht von da nach Schlesien, bereist ganz Polen, 
welches sich damals sehr weit erstreckte, die Ostseeküste, Pommern, die Mark, 
Holstein, schifft sich dort nach Ostfriesland ein, wird auf einer Meerfahi-t von 
Emden nach Westfriesland von den Schiffern, da er nur einen einzigen Bedienten 
bei sich hatte, beinahe ermordet, kehrt von da nach Holland zurück, wo er 
einige Zeit verweilt, und langt im März 1622 wieder in Rennes bei seinem 
Vater an. Wahrscheinlich hat er auf dieser Eeise auch Königsberg und Berlin 
berührt. Bei seiner Familie bringt er ein Jahr zu, in Unentschlossenheit über 
eine Lebensweise, die seinem Berufe entspräche und sich mit seinen wissen- 
schaftlichen Plänen vertrüge. Er geht wieder nach Paris, wo man nach Aut- 
hören der fast dreijährigen Pest eine reinere Luft zu athmen anföngt, und wo 
man ihn für einen Eosenkreuzer hält, obgleich ihm auf seinen Reisen niemals 
gelungen war, eine Spur dieser unsichtbaren, damals in vielen Druckschriften 
besprochenen Gesellschaft aufzufinden. Er galt für einen der 36 Abgesandten, 
welche damals ihr geheimnissvoller Chef durch ganz Europa deputirt haben 
sollte, mit denen man aber nur durch den Willen und die Gedanken auf unsicht- 
barem Wege communiciren konnte. Nachdem er den grössten Theil seiner ihm 
von mütterlicher Seite zugefallenen Güter in Poitou verkauft, um sich für das 
Geld ein passendes Amt zu kaufen, will er doch noch zuvor, ehe er sich durch 
ein solches fesselt, Italien sehen, üeber Basel, Zürich, Graubünden, Tirol geht 
er nach Venedig, wo er der Vermählung des Dogen mit dem Meere beiwohnt; 
dann erfüllt er sein in Neuburg abgelegtes Gelübde, Loretto zu besuchen, und 
begiebt sich von da nach Piemont, um einem seinem Vater gegebenen Ver- 
sprechen gemäss sich um das Amt eines Intendanten bei der französischen 
Armee zu bewerben, die sich unter dem greisen Gonnetable Lesdiguieres im 
Verein mit den Piemontesen gegen Genua und die Spanier in Bewegung setzte. 
Nachdem diese Bewerbung gescheitert war, wallfahrtet er nach Rom, wohin 
die 25 -jährige Jubelfeier die katholische Christenheit zieht, und wo er reiche 
Gelegenheit findet; die Sitten der verschiedenen dort zusammenströmenden Na- 
tionen zu studiren, weshalb er auch seinen anfänglichen Plan, noch Sicilien und 
Spanien zu besuchen, aufgiebt. Er kehrt über Florenz zurück, wo er jedoch 
seinen grossen Mitbewerber um die Ehre, die Wissenschaften regenerirt zu 
haben, Galilei, nicht gesehen hat. Er wohnt dann noch der Einnahme von 
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Gavi durch die Franzosen und den berühmten Waffenthaten des Herzogs von 
Savoyen bei. Dann kehrt er über Turin und Lyon nach seinem Vaterlande 
zurück, wo man ihm die Stelle eines Lieutenant general von Ghätellerault an- 
bietet. Doch er kann sich nicht mehr von der Gewohnheit trennen, sein Leben 
ganz seinen Forschungen zu weihen. Drei Jahi'e bringt er in Paris zu, in 
möglichster Zurückgezogenheit und so einfacher Lebensweise, als es ohne AfFec- 
tation möglich war. Doch müssen wir uns den Philosophen immer in dem 
damals modernen gi'Ünen Taffetkleid und mit Federhut, Schärpe und Degen 
denken, wovon er sich als Edelmann nicht dispensiren konnte. Bald widmet 
er sich den abstractesten mathematischen Untersuchungen, bald macht ei- physi- 
kalische Experimente, wobei er sieh besonders im Glasschleifen eine grosse Fertig- 
keit erwu'bt; bald erforscht er die Tiefen der Mechanik, in der er das heute 
dieses ganze Gebiet beherrschende Princip der virtuellen Geschwindigkeiten er- 
funden hat. Dann, wie er sieht, wie Wenigen er sich über diese Arbeiten mit- 
tlieilen kann, springt er von ihnen ab zu dem über, was ihm als das Höchste 
erscheint, dem Studium des Menschen. Doch er findet, dass die Meisten noch 
weniger den Menschen als die Geometrie kennen, und zieht sich immer mehr 
in sich selbst zurück. Aber sein Ruf macht ihm die gewünschte Einsamkeit 
unmöglich; die Schaaren der Litteraten und Gelehrten, die ihn kennen lernen 
und befragen weilen, machen sein Haus zu einer Akademie. Vergebens sucht 
er sich in dem entferntesten Theile von Paris zu verbergen; ein Bedienter, den 
man entdeckt, verräth ihn. Aus Unmuth verlässt er Paris im August 1628, 
um als Volont^är der Belagerung von Eochelle beizuwohnen, die der König in 
Person leitet, bei welcher Gelegenheit er den berühmten Damm des Oardinals 
von Richelieu untersucht. Nach dem siegreichen Einzüge des Königs in Ro- 
chelle kehrt er nach Paris zurück. 

Bei seiner grossen, selbst durch den Lärm des Fehllagers nicht unter- 
brochenen, Thätigkeit hatte er viel aufgesammelt, ohne bis dahin dem Publicum 
etwas mitzutheilen. Man muss der katholischen Geistiichkeit damaliger Zeit 
die Ehi'e geben, dass sie in hohem Grade die "Wissenschaften förderte und liebte. 
Sie bildete darin einen löblichen Gegensatz zu den protestantischen Zeloten, 
vor deren Geschrei in Deutschland die Wissenschaften verstummt waren. So 
verdankt die Welt vielleicht zweien Oardinälen , dem Cardinal von B erull e 
und dem päpstlichen Nuntius Cardinal von Bagn6, den Genuss der Früchte, 
welche Descartes langsam reifen liess. In einer Abendgesellschaft beim päpst- 
vir. 40 
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liehen Nuntius debütirte ein Hen* von Chandoux*) mit den Principien einer 
neuen Philosophie, deren geistreiche und beredte Auseinandersetzung ihm von 
allen Seiten den grössten Applaus zuzieht. Als nur Descartes schweigt und 
gedrängt wird, seine Meinung zu sagen, lobt er zwar den Muth des Mannes, 
die Fesseln der Scholastik abzuschütteln, bemerkt aber, welche Macht die Wahr- 
scheinlichkeit habe, sich an die Stelle der Wahrheit zu setzen. Wenn man, wie 
die erlauchte G-esellschaffc, sich mit der Wahrscheinlichkeit begnügen wolle, so 
könne man ihr leicht durch ScheingrUnde Falsches für Wahres aufbürden und 
sie umgekehrt das Wahre für falsch halten lassen. Zum Beweise bat er die Ge- 
sellschaft, ihm irgend einen flir ausgemacht wahr geltenden Satz aufzustellen, 
und mit zwölf Argumenten, eines plausibeler als das andere, bewies er der Ge- 
sellschaft, dass er falsch sei. Dann Hess er einen ausgemacht falschen Satz 
aufteilen, und mit zwölf anderen plausibelen Argumenten brachte er sein Audi- 
torium dahin, ihn für richtig zu halten. Auf Befragen, ob es denn kein Mittel 
gäbe, sich vor trügerischen Scheingründen zu bewahren, nannte er seine aus 
dem Schoosse der Mathematik gezogene Methode. In mehreren Privatunter- 
haltungen begeistert er den Cardinal von Berulle für diese Methode und ihre 
verschiedenen Anwendungen , welche auch auf Verbesserung des materiellen 
Wohles der Menschheit abzwecken; denn er geht schon damals darauf aus, durch 
Vervollkommnung der Mechanik den Effect der menschlichen Arbeitskräfte zu 
erhöhen, was heute eine die Welt umgestaltende Wirklichkeit geworden ist. 
Der fromme Cardinal gebraucht sein geistliches Ansehen, macht ihn vor 
Gott wegen des Raubes verantwortlich, den er an der Menschheit begeht, wenn 
er mit der Frucht seiner Arbeiten zurückhält, und verheisst ihm im Gegenfalle 
den göttlichen Beistand. Da entschliesst er sich, sein Werk nach besten Kräften 
zu vollenden und zu veröffentlichen und, um sich ungestört der grossen Auf- 
gabe weihen zu können, zu verschwinden. Er zieht sich nach Holland zurück, 
dessen kälteres Klima ihm zusagt. Dort hat er über zwanzig Jahre gelebt, 
ohne sich irgendwo einzubürgern; wie die Israeliten in der Wüste, zieht er um- 
her, schlägt bald hier, bald dort immer nur auf kurze Zeit seinen Wohnsitz 
auf, in Dörfern oder Landhäusern oder entlegenen Vorstädten grösserer Städte, 
Allen verborgen und doch mit den besten Geistern seiner Zeit in lebendigem 
Verkehr, welchen der gelehrte Pater Mersenne in Paiis vermittelte, sein 



*) Dieser Ilerr von Chandoux legte sieh später, mie vieie während der bürgerlichen Unruhen 
rankreich, auf's Falschmüuien lind ward zuletzt auf dem Grereplatz gehängt. 
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ältester Freund, auch ein Scliüler von la Fleche, der allein immer seinen Auf- 
enthalt kannte. Das Sprechzimmer des Klosters der Minimi aui' der Place 
Royale bildete den Mittelpunkt der gelehrtesten Verhandlungen; dort ertheilte 
Mersenne die Antworten des Orakels, welches man durch ihn befragt hatte, 
und nahm neue Fragen oder Bedenken entgegen. 

In Holland angelangt, widmet Descartes sich mit erneutem Eifer diop- 
trischen, chemischen und physikalischen Experimenten, mit denen anatomische 
imd medicinische Untersuchungen, astronomische Beobachtungen und metaphy- 
sische Speculationen abwechseln. Das Erscheinen von Nebensonnen veranlasste 
ihn, das gesammte Gebiet der Lufterscheinungen, besonders den Regenbogen, 
zu untersuchen; auf einer kleinen Reise nach England beobachtete er bei Lon- 
don die Abweichung der Magnetnadel, Alles wollte er in einem Buche um- 
fassen, dem er den Titel die Welt gab, und worin er sich besti'ebte, die Notli- 
wendigkeit alles Erschaifenen nachzuweisen und zu erklären. Um sich vor 
theologischen Bedenken zu sichern, wählte er die Form, ganz von dieser wirk- 
lichen Welt zu abstrahiren und zu untersuchen, wie eine Welt werden mtisste, 
wenn Gott auf chaotisch verwirrte Materie die Naturgesetze einwirken liesse. 
Zuerst gab er eine Beschreibung dieser Materie, der er die einfachsten Eigen- 
schaften beilegt; dann setzte er die Naturgesetze auseinander und bewies ihre 
Nothwendigkeit, so dass, wenn Gott mehrere Welten geschaffen hätte, in allen 
dieselben Gesetze walten müssten. Er wies nach, wie sich dieses wüste Chaos 
zu einem Himmel mit Sonne und Fixsternen, Planeten und Cometen gestaltet; 
zeigte die Nothwendigkeit und die Natur des Lichtes der Sonne und Fixsterne, 
wie es in einem Moment die unermesslichen Himmelsräume durchläuft, und wie 
die Planeten es reflectiren müssen. Die Substanz, gegenseitige Lage, Bewegung 
und sonstige Eigenschaften der Himmelskörper beschrieb er, so dass man er- 
kennen konnte, d^s nichts in dieser Welt ist, was nicht so sein muss. Dann 
Hess er sich auf die Erde herab, erklärte, wie ihre TheÜe nach ihrem Centrum 
hinstreben müssen, wie die Stellung der Erde zu Sonne und Mond die Ebbe 
und Flut, die grosse Meeresströmung unter den Tropen von Osten nach Westen, 
die Passatwinde erzeugt; wie sich nach den Gesetzen der Natur Berge, Meere, 
Quellen, Flüsse bilden, die Metalle in den Gebu'gsadern anschiessen, wie alle 
zusammengesetzten Körper entstehen, wie die Pflanzenwelt emporblüht. Dann 
geht er zum thierischen Organismus über, zum Menschen, aber er bekennt, 
dass ihm zur vollen Einsicht in die Nothwendigkeit dieses Organismus noch 

40* 
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chemische und anatomische Kenntnisse fehlen. Doch aus allen diesen Gestal- 
tungen der Materie kann die denkende Seele nicht hervorgehen, es bedarf dazu 
einer neuen göttlichen Schöpfung. Mit der Darstellung des Wesens des Geiste 
will er sein "Werk beschliessen. 

Wir erstaunen über die Kühnheit dieses Unternehmens. Den engen Ge- 
föngnissmauern der Scholastik entrückt, trinkt der Geist, der sich wiederge- 
funden hat, in durstigen Zügen die Gottesluft der freien Forschung, will jubelnd 
mit geflügeltem Schritt die Unermesslichkeit der Wissensbahn durcheilen, und, 
weil ihm am fernsten Horizonte das letzte Ziel aller Erkenntniss dämmert, 
glaubt er es im gebrechlichen Nachen bereits erreichen zu können. 

Den 17, Februar 1600 wurde in Rom auf dem Floraplatz vor dem 
Theater des Pompejus Giordano Bruno lebendig verbrannt, wobei seine 
Richter mehr zitterten als er. Den 19. Februai- 1619 wurde in Toulouse Va- 
nini strangulirt, nachdem ihm die Zunge mit einer Zange ausgerissen worden, 
und sein Leichnam zu Asche verbrannt, Oampanella wurde in fünfeig unter- 
irdischen Kerkern herumgeschleppt und hat sieben Mal die schärfste Tortur 
bestanden, wovon eine einmal vierzig Stunden dauerte. Aber es scheint auf 
Descartes Nichts solchen Eindruck gemacht zu haben, als wie er im Jahre 1633, 
gerade mit der letzten Durchsicht seiner Welt beschäftigt, um sie dem sehnlich 
harrenden Pater Mersenne zu schicken, die Nachi-icht erhielt, dass der welt- 
bertlhmte, vom Toscanischen Grossheraog geliebte und innig verehrte Galilei 
der Inquisition verfallen sei und auf seinen Knieen die Lehre von der Bewe- 
gung der Erde um die stillstehende Sonne als Ketzerei habe abschwören müssen. 
Es entstand hierdurch ein schmerzlicher Zmespalt in Descartes Seele, den er 
nie wieder ganz hat verwinden können. Wie von seiner Existenz war er von 
der Richtigkeit der Kopernikanischen Lehre überzeugt; ebenso übei-zeugt 
war er von der Unfehlbarkeit des Papstes. In dieser Noth beschliesst er, sein 
Werk zu unterdrücken. Was dem ahnenden Geiste damals nur noch in unbe- 
stimmter Erscheinung vorgeschwebt haben mochte, haben seitdem die Arbeiten 
zweier Jahrhunderte mit dauernden Gedanken befestigt, und viele Erkenntniss 
hat die freie Forschung errungen, welche damals auch nicht geahnt werden 
konnte. In glücklicheren Zeiten, welche ihren Genien keine feuerflammenden 
Censurstriche mehr durch's Leben ziehen, ist es uns vergönnt, die Welt des 
edlen Geistes zu begrüssen, des grossen Forschers, den wir mit Stolz den un- 
seren nennen, die uns so reich für jene untergegangene entschädigt. 
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Descartes gefassten Vorsatz, von seinen Werken Nichts hei seinen Leh- 
zelten zu veröffentlichen, erschütterten endlich seine Freunde, und so erschien 
zu Leyden im Jahre 1637 sein erstes grosses Werk, wozu er von Frankreich 
ans, welches damals der grosse Cardinal, der Stifter der Pariser Akademie der 
Wissenschaften, regierte, ein ehrenvolles Privilegium bekam, und zwar nicht 
nur dieses Werk, sondern Alles, was er his dahin geschriehen oder noch in der 
Zukunft schreiben würde, innerhalb oder ausserhalb Frankreichs drucken zu 
dürfen. Dieses bildet einen erfreulichen Gegensatz zu den Verfolgungen, die 
er von den protestantischen Theologen der eben gestifteten Utrechter Univer- 
sität zu leiden hatte, die seine Lehren als atheistisch imd staatsgefährlich mit 
wüthender Erbitterung verläumdeten, und gegen welche er nur in der erleuch- 
teten Weisheit des Prinzen Moritz von Oranien Schutz fand. So hatten 
auch die protestantischen Theologen der Tübinger Universität wenige Jahre 
früher unseren grossen Kepler von dort vertrieben, ihm die Druckerlaubniss 
für seine astronomischen Schriften versagt, so dass die Innsbrucker Jesuiten sie 
auf ihre Kosten drucken mussten: ihn, der als Märtyrer des protestantischen 
Glaubens betrachtet werden kann, den er unerschrocken am Kaiserhofe festhielt, 
vom Abendmahle ausgeschlossen, weil er nur treu an der Augsburgschen Con- 
fession festgehalten, aber nicht die Concordienformel beschwören und die Oal- 
vinisten verfluchen wollte, ihm das Bibellesen als für einen Laien ungehörig 
verboten, ja, seine Mutter beinahe als Hexe verbrannt, wovon er sie nur durch 
seine kühne Vertheidigung vor Gericht und sein Ansehen als kaiserlicher Maihe- 
maticus erretten konnte. 

Descartes Buch enthielt vier verschiedene Werke; die Abhandlung über 
die Methode, seine Vernunft richtig zu leiten v/ad die Wahrheit in den Wissen- 
schaften, zu suchen, die Dioptrik, die Meteore und die Geometrie. Er wollte in 
diesen drei letzten Werken ein Beispiel seiner Methode geben, an einem rein 
mathematischen, einem rein physikalischen und einem gemischten Gegenstande. 
Seine Geometrie hat die mathematischen Wissenschaften umgestaltet, die Geo- 
metrie von der Herrschaft und Particularität der Figuren befreit und sie zu 
einem Gegenstande des allgemeinen Oalculs gemacht. In seiner Dioptrik finden 
wir die Anfange jener Vorstellung vom Licht, zu der jetat die 'Physiker zurück- 
gekehrt sind, und durch die sie allein die wunderbaren Gesetze einfacher 
und doppelter Brechung und der Farbenbildung erklären können, der Undu- 
lationstheorie meine ich, wonach sich nicht eine vom leuchtenden Körper ab- 
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gelöste Materie zu unserem Auge hinbewegt, sondern ein Lichtäther in Schwin- 
gungen erzittert. Aber ich will hier, Ehrwürdige Versammlung, nur um die 
Erlaubniss bitten, Sie einige Augenblicke näher von seiner Methode unterhalten 
zu dürfen, wie man in der Kürze das erste der erwähnten vier Werke zu 
nennen pflegt, in dem er uns das Bild seines Forschens zeichnet, ein Werk, 
welches zugleich in seiner einfachen und edlen Ausdrucksweise ein unüber- 
troffenes Sprachdenkmal der französischen Litteratur gebHeben ist. 

Die gesunde Vernunft, beginnt er seine Methode, ist von allen Dingen 
in dieser Welt am besten vertheilt; denn die selbst, welche in Nichts sonst 
zufrieden zu stellen sind, halten den davon auf sie gekommenen Theil für aus- 
reichend. Auch wolle ei" gar nicht behaupten, dass sich hierin Alle irren, 
sondern dies zeige, dass der Verstand m-sprünglich in Jedem ganz vorhanden 
sei, und die Verschiedenheit der Meinungen nur von dem verschiedenen Gange, 
den wir unsere Gedanken nehmen lassen, und der Verschiedenheit der Dinge, 
die wir betrachten, herrühre. Er glaube sich nun seit seiner Jugend auf Wegen 
befunden zu haben, die ihn zu einei* sicheren Methode geführt, seine Kennt- 
nisse stufenweise auf den höchsten Punkt zu erheben, den er nach der Be- 
schaffenheit seiner Geisteskräfte und der Kürze des menschlichen Lebens über- 
haupt zu erreichen im Stande sei. Um aber durch die öffentliche Meinung 
belehrt zu werden, ob er sich nicht täusche, wolle er diese Wege seines Geistes 
und sein ganzes Leben, wie in einem Gemälde, offen darlegen. Seine Schrift 
solle keine allgemeinen, von Jedermann zu befolgenden, Vorschriften enthalten, 
sondern wie eine Geschichte oder wie eine Fabel solle man sie ansehen, aus 
der Jeder, was etwa für ihn passend erscheine, entnehmen könne. 

Ich bin von Kindesbeinen an, fahrt er fort, in den Wissenschaften auf- 
erzogen, und da man mn- gesagt hatte, man könne dadurch in alle nützlichen 
Dinge des Lebens eine klare und sichere Einsicht gewinnen, so hatte ich aus- 
nehmende Begierde, sie zu erlernen. Aber nach Beendigung des herkömmlichen 
gelehrten Cursus fand ich mich von so vielen Irrthümern und Zweifeln um- 
lagert, dass ich mir nur noch unwissender als zuvor vorkam. Und doch war 
ich auf einer der ersten Schulen Europa's gewesen , wo es gelehrte Männer 
geben musste, wenn irgendwo in der Welt; ich hatte Alles, was da zu lernen 
war, gelernt und ausserdem noch über die schwersten und verborgensten Ma- 
terien alle Bücher, die ich erlangen konnte, studirt. Man rechnete mich zu den 
besten Schülern, obgleich einige davon schon zu unseren Lehrern bestimmt 
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waren. Endlich schien mir unser Jahrhundert so reich und fruchtbar an guten 
Köpfen, wie irgend ein anderes. Ich nahm nur daher die Freiheit, von mir 
auf Andere zu schhessen, und anzunehmen, dass kein einziger "Wissenszweig 
das wäre, was man mich hatte hoflFen lassen. 

Gleichwohl hörte ich nicht auf, diese Schulstudien zu schätzen. Die 
Sprachen, sah ich, verhülfen zur Kenntniss der Alten, die anmuthigen Mythen 
erfrischten den Geist, die Geschichte, mit Vorsicht gelesen, bilde das ürtheU, 
und ihre Grossthaten erheben die Seele; das Lesen aller guten Bücher schien 
mir wie eine Unterhaltung mit den ausgezeichnetsten Geistern der Vergangen- 
heit, und zwar wie eine studirte, in der sie uns ihre besten Gedanken offen- 
baren; ich verkannte nicht die Kraft der Beredtsamkeit, die Schönheit der 
Poesie, die scharfsinnigen Erfindungen der Mathematik, welche die Forschenslust 
befriedigen, die Gewerbe vervollkommnen und die Arbeit der Menschen er- 
leichtern; ich wusste, dass die Moral nützliche Vorschriften zur Tugend ent- 
hält, die Theologie den Weg zum Himmel zeigt, die Philosophie von allen 
Dingen auf eine plausibele Art zu sprechen lehrt und sich die Bewunderung 
der Halbwisser zu verschaffen weiss; dass die Jurisprudenz und Medicin ihren 
Bekennern Ehren und Reichthümer verschaffen, endlich dass es gut ist, alle, 
selbst die abergläubigsten, wie Astrologie und Alchymie, zu kennen, um von 
keiner getäuscht zu werden. 

Aber auf Sprachen und alte Bücher glaubte ich genug Zeit verwendet 
zu haben. Denn die Unterhaltung mit vergangenen Jahrhunderten ist wie das 
Reisen; wer zu viel reist, wird endlich im eigenen Lande fremd, und wer zu 
eifrig nach den Dingen von ehemals forscht, bleibt oft mit seiner eigenen Zeit 
unbekannt. Beredtsamkeit und Poesie hielt ich mehr für göttliche Begabungen, 
als für Gegenstände des Studiums. Die Mathematik gefiel mir am meisten 
wegen der Sicherheit und Evidenz ihrer Gründe, aber ich wunderte mich, auf 
so feste Grundlagen kein grösseres Gebäude aufgeführt zu sehen. Im Gegen- 
satze damit verglich ich die moralischen Schriften der Alten mit stolzen, aber 
auf Sand gebauten Schlössern; sie erheben die Tugend sehr hoch und lassen 
sie über alle Dinge dieser Welt herrlich erseheinen, aber sie machen nicht ge- 
nugsam ihr Wesen deutlich; denn oft ist das, was sie mit so hohem Namen nennen, 
nur eine Gefühllosigkeit oder Stolz oder Verzweiflung oder Mord. Was die 
Theologie betrifft, wünschte ich so sehr, wie Einer, den Himmel zu gewinnen, 
aber da die Wege dahin dem Gelehrtesten, wie dem Ungelehrtesten, zugäng- 
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lieh sind, und die geoffenbarten Wahrheiten, wie man mir gesagt hatte, über 
unsere Vernunft geben, so wagte ich nicht, sie in den Bereich meiner Unter- 
suchungen zu ziehen. In der Philosophie glaubte ich es nicht besser treffen 
zu können, als alle die ausgezeichneten Geister, diq seit so vielen Jahrhunderten 
doch Nichts in ihr ermittelt, worüber nicht gestritten wurde und mithin noch 
Ungewissbeit herrschte. Ja, wenn ich die Menge der Meinungen der Philo- 
sophen sah, da es doch nur eine "Wahrheit giebt, gewöhnte ich mich daran, 
alles bloss Piausibele zu bezweifeln. Jurisprudenz und Medicin aber, da sie ihre 
Principien von der Philosophie entlehnen, was konnten sie Dauerhaftes auf so 
wenig festen Grundlagen aufführen, und keine Aussichten auf Ehre oder Gewinn 
konnten mich zu ihrer Fahne locken, da meine Lage mich, Gott sei Dank, nicht 
nöthlgte, aus der Wissenschaft einen Erwerb zu ziehen, und ich den Ruhm 
zwar nicht als Cyniker verachtete, aber keinen mit Unrecht gewonnenen mochte. 

Sowie ich daher der Schulzucht entwachsen war, gab ich das Studium 
der Wissenschaften ganz auf. Nur in dem grossen Buche der Welt wollte ich 
fortan lernen. So verwandte ich den Rest meiner Jugend darauf, zu reisen, Höfe, 
Armeen, Menschen von allen Ständen und Charakteren zu sehen, Erfahrungen 
zu sammeln und mich in den Begegnissen des Lebens zu versuchen. Aber die 
Gewohnheiten und Sitten der Menschen fand ich einander eben so wider- 
sprechend, wie die Lehrmeinungen der Schule, und wiederum ward ich dazu 
gebracht, auch Nichts bloss deshalb, weil dafür Beispiel und Gewohnheit 
sprechen, für recht und gut anzunehmen. So befreite ich mich allmählich von 
vielen Irrthümern und Vorurtheilen. Endlich, nachdem ich so die Welt mehrere 
Jalire studirt, entschloss ich mich eines Tages, auch in mir selbst zu studiren 
und meine eigene Vernunft mir den Weg anzeigen zu lassen, den ich einzu- 
schlagen hätte. Und besser, glaub' ich, gelang mii' dies, als wenn ich nie 
Haus und Schule verlassen hätte. 

Es war in Deutschland, wohin die noch heute fortdauernden Kriegsläufe 
mich gerufen, nach meiner Rückkehr von der Kaiserkrönung in Frankfurt zur 
Armee, in einem Winterquartiere, wo mich keine sonstige Zerstreuung, noch 
Sorgen oder Leidenschaften von der Beschäftigung mit meinen Gedanken ab- 
hielten. Unter den Betrachtungen, die mir zuerst aufstiessen, war die, dass ein 
aus mehreren Stücken zusammengesetztes, von mehreren Künstlern verfertigtes, 
Wert-selten die Vollkommenheit besitzt, als wenn es aus der Hand eines ein- 
zigen Meisters hervorgeht. Nun schien mir unsere Bildung wie solches Stück- 
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■werk. Denn in unserer Jugend leiten uns einerseits unsere Begierden und 
andererseits unsere Lehrer, die beide oft mit einander in "Widerspruch stehen 
und beide bisweilen nicht das Rechte treffen. Und dsi däuchte mir, unsere 
XJrtheile müssten viel richtiger und sicherei' sein, wenn wir von Geburt an 
schon den vollen Gebrauch unserer Vernunft gehabt und uns ihrer Führung 
allein überlassen hätten. Ich glaubte daher, das Beste, was ich thun könnte, 
wäre, mich zu guter Stunde zu entschliessen. Alles, was ich bis dahin gelernt, 
und alle Meinungen, die ich von Aussen aufgenommen, von mir abzuthun und 
nur das an die Stelle zu setzen, was mit meiner Vernunft im Niveau wäre. 
Zwar entgingen mir nicht die grossen Schwierigkeiten solchen Unternehmens, 
aber sie schienen mir zu überwinden, und ganz und gar gering gegen die 
kleinste Reform, die man an dem öffentlichen Wesen vornehmen will. Diese 
grossen Körper sind, wenn sie niedergerissen sind, schwer wieder aufzurichten, 
oder auch nur, wenn sie einmal ei^chüttert sind, zu halten, und fallen sie, so 
ist ihr Sturz hai't. Ausserdem mildern in der Regel Zeit und Gewohnheit die 
socialen Mängel, so dass sie bisweilen weniger Übelstände . haben , als ihre Ab- 
stellung. Darum, sagt er, kann ich die Strudelköpfe und unruhigen Geister 
nicht loben, die, ohne durch Geburt oder Schicksal dazu berufen zu sein, immer 
in der Idee allgemeiner Reformen leben , und dächte ich , etwas in dieser 
Schrift könnte mich in den Verdacht solcher Thorhelt bi-ingen, so würde ich 
ihren Druck bereuen. Meine Absieht hat sich nie weiter als auf die Reform 
-meiner eigenen Gedanken ei'streckt; auf dem mir ganz und gar zugehörigen 
Grund und Boden reisse ich nieder und baue auf. Bin ich mit meinem Werke 
genugsam zufrieden, um euch sein Modell zu weisen, so will ich darum Nie- 
mandem mir nachzuthun rathen. Mit Geistesgaben besser Bedachte mögen er- 
habenere Pläne fassen, aber den Meisten, furcht' ich, wird schon der meinige 
zu kühn sein. Denn die Welt besteht fast nur aus zwei Classen von Menschen, 
für die er beide nicht passt. Aus solchen, die ihre Kräfte überschätzen, ihre 
Urtheile übereilen, keine Geduld zu einem folgerichtigen Denken haben und, 
wenn sie einmal die Heerstrasse herkömmlicher Meinungen verlassen, ewig in 
der Irre bleiben, Oder aus solchen, die vernünftig und bescheiden genug sind, 
Anderen ein richtigeres ürtheü, als sich selbst, zuzutrauen, und sich mit dem 
eigenen Suchen nicht befassen. Gern hätte auch ich mich zu letzteren gezählt, 
aber wegen clev grossen Verschiedenheit der Meinungen und Gewohnheiten, die 
ich durch meine Studien und Reisen kennen gelernt, wusste ich nicht, wohin 
VII. 41 
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ich mich wenduii wollte, und musste nothgedrungen meine Fiilirung selbst i'iber- 
nüliiiicii. 

Aber wie, wenn Einer allein im Finsteren geht, beschloss ich, so lang- 
sam und vorsichtig zu schreiten, dass ich, wenn ich auch nicht rasch vorwärts 
käme, doch wenigstens nicht fiele. Auch wollte ich, ehe ich alle meine früheren 
Meinungen abschüttelte, erst einen genauen Plan meines "Werkes entwerfen und 
die wahre Methode suchen, wie ich zu aller der Erkenntniss, deren mein Geist 
fähig ist, kommen könnte. Und wie die Menge der Gesetze nur dazu dient, 
den Verbrechern zur Straflosigkeit zu verhelfen, in einem gut geordneten Staate 
aber wenig Gesetze streng befolgt werden, so glaubte ich auch, statt der grossen 
Menge Regeln der Logik mit folgenden vier auszureichen, wenn ich sie nur 
streng hielte. 

Meine erste Regel war, Nichts für wahr anzunehmen und in meine Ür- 
theile zu begreifen, was nicht mein Verstand zuvor als solches deutlich erkannt 
hätte, und mich hierbei vor jeder. Uebereilung und vorgefassten Meinung 
zu hüten. 

Die zv;eite war, jedes Problem in so viel Theüe zu zerlegen, dass die 
Lösung dadurch möglichst erleichtert werde. 

Die dritte, immer bei dem Einfachsten, was leicht einzusehen war, an- 
zufangen und stufenweise zur Erkenntniss des Zusammengesetzteren aufzusteigen, 
ja auch bei dem, was keine natürhche Aufeinanderfolge darbot, eine gewisse 
Ordnung festzusetzen. 

Endlich die vierte, überall so vollständige Aufzählungen zu machen und 
allgemeine Übersichten anzustellen, dass ich Nichts zu übergehen gewiss war. 

Dies sind die Grundlagen der Descartesschen Logik, die einfachen 
Regeln der Methode, nach welcher er jeden Wissenszweig von vorn an neu 
untersucht hat. Aber wie Einer, der sein Haus neu aufbauen will, sich der- 
weilen nach einem anderen Obdach umsehen muss, so bildete er sich für die 
Zwischenzeit, um die Ünentschiedenheit seiner Meinungen, bis er den neuen 
Wissensbau aufgerichtet, nicht auf seine Handlungen einwirken zu lassen, eine 
provisoi-ische Moral, die ebenfalls nur aus drei bis vier Maximen bestand. 

Die erste Maxime war, den Gesetzen und Gewohnheiten seines Landes 
zu gehorchen, treu an seiner Religion festzuhalten, und sich in allen anderen 
Dingen nach der Meinung der Verständigsten, von allen Extremen am meisten 
Entfernten, die er in seiner Umgebung antreffen könnte, zu richten. Und um 
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genau ihre wahre Meiiumg v.u. erfahren, sah er mehr auf das, was sie thaten, 
als auf das, was sie sagten; nicht bloss, weil wegen der Verderbniss der Sitten 
Wenige das, was sie wirkhch meinen, auch sagen, sondern weil sie in der Regel 
selbst kein deutliehes Bewusstsein davon haben. 

Seine zioeite Maxime war, in seinen Handlungen fest entschlossen zu 
sein, selbst wenn die Meinung, worauf sich seine Handlungsweise gründete, 
noch zweifelhaft war. 

Seine dritte Maxime war, sich zu überwinden und nicht das Schicksal 
besiegen, lieber die eigenen Wünsche, als den Lauf der Welt, ändern zu wollen; 
Nichts als uns zugehörig und in unserer Macht stehend anzusehen, als unsere 
Gedanken, und die Güter, die wir ohne unsere Schuld entbehren, als etwas 
uns Unerreichbares eben so wenig zu bedauern, als dass wir nicht China oder 
Mexiko besitzen. Dann würden wir nicht mehr wünschen, gesund zu sein, 
wenn wir krank, frei 7.11 sein, wenn wir gefangen sind, als Körper von Dia- 
manten oder Flügel, wie die Vögel, zu haben. Aber er gesteht, es bedi\rfe an- 
haltender Uebung und wiederholter üeberlegung, um sich daran zu gewöhnen, 
alle Dinge aus diesem Gesichtspunkte zu betrachten, und hierin, glaube er, 
habe das Geheimniss der alten Philosophen bestanden, die sich der Herrschaft 
des Geschickes entziehen und trotz Schmerzen und Armuth reicher, freier, 
mächtiger, als die anderen Menschen, sein konnten und ihren Göttern ihr Glück 
streitig machten. 

Zum Schluss dieser Moral durchmustert er die verschiedenen Beschäfti- 
gungen der Menschen und findet, dass er nichts Besseres thun kann, als in der 
seinigen zu beliaiTen, und an die Ausbildung seines Verstandes und die Er- 
forschung der Wahrheit, wozu er in seiner Methode das Mittel besitzt, sein 
ganzes Leben zu setzen, da Nichts sich mit der grossen Freude vergleichen liesse, 
die ihm das tägliche Wachsen seines Wissens, das er dieser Methode verdankte, 
bereitete. Und weil unser Wille von Natur das anstrebt oder flieht, was ihn 
der Verstand als gut oder schlecht erkennen lässt, so war er überzeugt, mit 
der richtigen Einsicht und Erkenntniss zugleich alle Güter und alle Tugenden 
zu gewinnen, und diese Ueberzeugung und diese Hoffnung erfCilIten ihn mit der- 
höchsten Zufriedenheit und Glückseligkeit. 

Nachdem er die obigen Maximen wie unerschütterliche Glaubensartikel 
bei Seite gestellt, 'glaubt er, den ganzen Übrigen Rest seiner Meinungen frei von 
sich thun zu können: um aber das neue Gebäude selbst aufzuführen, beschllesst 
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er, ein reiieres Alter abzuwarten. In der Zeit bis dahin will er durch Aus- 
übung der einzigen Wissenschaft, welche evidente Gründe und Beweise hat, der 
Mathematik, seinen Geist gewöhnen, sich an Wahrheiten zu weiden und nicht 
mit hloss plausibelen Gründen zu begnügen ; durch Anwendungen der Mathematik 
auf Physik, durch Experimente und Beobachtungen eine immer reichere Kennt- 
nlss der Natur gewinnen ; sich immer mehr im Gebrauche seiner Methode ver- 
vollkommnen und immer mehr die alten Vorurtheile und Meinungen ablegen. 
Als er das reife Mannesalter erreicht und, wie wir gesehen haben, von frommen 
Gardinälen zur Darstellung seines Systems und Mittheilung seiner Entdeckungen, 
wie zur Ausübung einer heiligen Pflicht, gedräng't wird, geht er endlich an die 
Gründung seiner neuen Philosophie. Aber da er die ganze frühere Welt seiner 
Vorstellungen aufgehoben hat, Alles schwankt, er keinen Boden mehr unter 
seinen Füssen hat, in diesem Meere von Ungewissheit, wo soll er den ersten 
Satz, das absolut Gewisse, den Eckstein seines Gebäudes hernehmen? Und ist 
es zu verwundern, wenn ihm, dessen Sein sich ganz im Denken aufgelöst hat, 
nur Eines unumstösslich gewiss ist, mehr als seine Existenz, oder vielmehr nur 
dadurch ihm seine Existenz gewiss wird, dass er denkl'i und so schreibt er 
nieder und setzt als oberstes Princip seiner Philosophie den Satz: 

Jch denke, also bin ich; je pense, donc je suis: cogito, ergo sum. 

Dies Wort ist der Ausgangspunkt der neueren Philosophie geworden; 
ea ist die Inschrift des Paniers, mit welchem die neue Wissenschaft vorwärts 
dringt. Der Mensch weiss, was sein Wesen ist, die Nebel der Scholastik zer- 
reissen, die Sonne des Gedankens geht auf über einer neuen Welt, und in ihrem 
Lichte wandeln wir noch heute. Es ist nicht der wilde, unbewusste Drang, 
welcher sich dem Staate und der Rehgion gegenüberstellt, es ist die mhige 
Sicherheit des sich selbst bewussten Geistes, welcher in ihnen und mit ihnen 
die Aufgabe der Menschheit lösen will. Die weise Mässigung bei enthusia- 
stischer That ist es, die Descartes überall auszeichnet, und selbst Rom hat 
seine Schriften mit einem sehr mildernden Zusätze in den Index aufgenommen.") 

Es kann nicht meine Absicht sein, das System der Schule hier vor Ihren 
Augen aufzurollen, wie es Descartes im ferneren Verlauf seiner Methode und 
in seinen späteren Principieii entM'ickelt hat. Ich will nur noch einige Worte 
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über die zwei Fürstinnen sagen, mit denen Descartes in inniger Verbindung 
stand, und die ihn bis zu seinem Lebensende begleiteten. 

In dem Dorfe, der Haag genannt, das den schönsten europäischen Städten 
verglichen werden konnte, sah man in damaliger Zeit drei merkwürdige Hof- 
lager. Zweitausend gewappnete Edelleute im büffelledernen Koller, mit der 
Orangeschärpe, grossen Kanonenstiefeln und Pallasch umgaben den Prinzen von 
Oranien. Im schwarzen Sammet, mit der breiten Fraise und dem viereckigen 
Bart sah man die Abgeordneten der Generalstaaten und die Bürgermeister, 
welche die Würde der Bürger-Aristokratie vertraten. Die Königin Wittwe von 
Böhmen bildete mit ihren fünf Töchtern die dritte Hofhaltung, wo die Damen 
des Landes sich täglich versammelten imd die elegante Welt dem Greiste und 
der Schönheit der Prinzessinnen ihre Huldigung darbrachte. Zwei Meilen davon, 
in einem bei Leyden nach der Meeresseite zu gelegenen Dörfchen Endegeest 
lebte seit Ostern 1641 Descartes, der mit den Jahren schon zugänglicher 
geworden war. Die älteste der Prinzessinnen, Elisabeth, war ein Wunder von 
Gelehrsamkeit. Nachdem sie sich genugsam in der schönen Litteratur umge- 
sehen und die fertige Kenntniss von einer grossen Menge Sprachen erworben 
(sechs hatte sie mit ihren Schwestern allein von ihrer Mutter erlernt), wandte 
sie sich zu ernsteren Dingen, zur Mathematik und Physik. Aber Alles, was 
sie gelernt hatte, erschien ihr gei-ing und unbedeutend, als ihr Descartes 
Schriften in die Hände kamen. Die Erzählungen des ihm befreundeten Burg- 
grafen Dohna erregen ihre Begierde, ihn persönlich kennen zu lernen. Sie 
ladet ihn zu sich ein und wird seine eifrige Schüleiin. Ihr konnte er seine 
verborgensten Gedanken , seine sublimsten metaphysischen Speculationen , die 
abstractesten Untersuchungen seiner Geometrie mittheilen, und in seinen Prin- 
cipien, die er ihr dedicirt hat, erklärt er, dass sie allein von allen seinen 
Schülern seine Schriften vollkommen verstanden habe.') Aus Liebe zur Des- 
cartesschen Philosophie schlug sie die Hand des Königs Wladislav IV. von 
Polen aus. Als ihr jün^ter Bruder Philipp aus Eifersucht einen Herrn 
von Epinay am hellen Tage auf dem Kräutermarkt im Haag erschlug, wurde 
sie von ihrer Mutter, die sie im Verdacht der Mitwissenschaft hatte, vom Haag 
verbannt, und die Stelle der mündlichen Belehrung vertrat ein anhaltender 
Briefwechsel mit Descartes, von dem wir leider die Briefe der Prinzessin nicht 

') Sie hat unter Anderem durch 
gahu tielianilplt, eiiipii Kreis m fnicheii, de 
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besitzen. Bis zum Westphalisehen Frieden lebte sie in Crossen und Berlin bei 
ihren Brandenburgischen Verwandten , dann in Heidelberg bei ihrem Bruder 
Carl Ludwig, der durch den Frieden wieder in die Pfalz eingesetzt war. Als 
dessen ihr befreundete Frau, mit ihrem Manne zerfallen, unter dem Vorwande 
einer Jagd mit untergelegten Pferden nach Gassei zu ihrem Bruder, dem Land- 
grafen, entfloh, zog auch die Prinzessin Elisabeth sich nach Cassel zurück. 
Endlich nahm sie im höheren Alter, obgleich Calvinistin, die lutherische Abtei 
Herforden in der Grafschaft Ravensberg an, die ihr bei einer Rente von 
20000 Thalern zum ersten Male in ihrem Leben den Genuss einer unabhängigen, 
sorgenfreien Existenz gewährte. Aus dieser Abtei machte sie eine philosophische 
Akademie, die bis zu ihrem Tode für eine der berühmtesten Cartesianischen 
Akademieen galt, and Jedem ohne Unterschied der Religion, ob er Katholik, 
Calvinist, Lutheraner, Socinianer oder Deist war, wenn er sich nur mit Philo- 
sophie beschäftigte, Aufnahme gestattete. Sie starb im März l(i80 im 6 1""' 
Jahre ihres Ijebens. 

Eine andere merkwürdige Erscheinung damaliger Zeit war die junge 
Schwedenkönigin Christine. Man sah da ein 19-jährige8 Mädchen, die täglich 
den Tacitus atudirte. Griechisch lernte, sich ernsthaft mit den Wissenschaften 
beschäftigte; dabei war sie in allen Leibesübungen gewandt; keiner ihrer Hof- 
leate konnte, wie sie, einen Hasen im Laufe schiessen; sie ritt meisterhaft und 
sass wohl an einem Jagdfeste zehn Stunden zu Pferde; gegen Frost und Hitze 
war sie abgehärtet: sie trug nie weder Haube noch Schleier, nur ein einfacher 
Hut mit Federn schützte sie gegen die Unbill der "Witterung; ihre Toilette 
dauerte eine Viertelstunde, ein Kamm mit einer Bandschleife war ihr ganzer 
Kopfputz; ihr Mahl war einfach und ungewürzt; fünf Stunden nur widmete sie 
dem Schlaf. Dabei trug sie eine der mächtigsten Kronen mit Würde; ihren 
Mangel an Erfahrung ersetzte ihr scharfer Verstand, mit dem sie die ver- 
wickeltsten Angelegenheiten durchdrang und entschied. Ihr überlegener Geist 
beherrschte den Staatsrath so, dass die in Geschäften ergrauten Staatsmänner 
oft selbst hinterher über die Nachgiebigkeit, die sie ihr zeigten, erstaunten. 
Die fremden Gesandten verhandelten nicht mehr, wie sonst, mit den Ministern, 
sondern direct mit der Königin. Wie sie Descartes Schriften kennen lernte, 
ergriff auch sie die Begierde, von ihm persönlich Unterricht in seiner Philo- 
sophie zu erhalten. Als er trotz ihrer dringenden Einladung zu kommen zögerte, 
schickte sie im Frühjahr 1649 ihren Admiral Flemming mit einen» Schiffe nach 
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Holland, um sich iliiii ganz zu seiner Disposition zu stellen. Da widerstand 
er niclit länger, im October 1649. langte er in Stockholm an, und trotz der 
Winterzeit empfing die Königin jeden Morgen um fünf Uhr in ihrem Cabinet 
seinen Unterricht. Sie ging eben damit um, ihm eine erbliche Herrschaft in 
ihren Staaten im Bremischen oder in Pommern zuzusichern, um ihn an sich zu 
fesseln, als ihn das ihm ungewohnte strenge Klima im Anfange des Februar 
nach einer Krankheit von wenigen Tagen dahinraffte. Siebzehn Jahre nach 
seinem Tode, als schon Christine längst ihre Krone niedergelegt hatte, wurde 
seine Asche nach Frankreich geholt und in der Kirche St. Genevieve, dem 
heutigen Pantheon, beigesetzt. Solche Asche zu besitzen, ist oft viel bequemer, 
als die Lebendigen. 
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zu 

A. L. BUSCH, VORSCHULE DER DARSTELLENDEN GEOMETRIE.*) 



„Man hat bisher in unsern deutschen Landen", begmnt Albrecht Dürer 
seine „ Unterweisung de)- Messmig mit dem Zirkel und Richtscheit", „viel ge- 
schickte Jünger der MaJerkimst ohne alle Grundlage bloss durch tägliche 
Uebung gelehrt, und sie also im Unveratand wie einen wilden, unbeschnittenen 
Baum aufwachsen lassen. "Wiewohl etliche von ihnen Fertigkeit und eine freie 
Hand erlangt, so dass sie ihr Werk gewaltig, aber unbedacht und allein nach 
ihrem Gutdünken gemacht haben, so mussten doch die verständigen Maler und 
rechten Künstler beim Anblick solcher Werke dieser Leute ihre Blindheit be- 
lachen, weil einem rechten Verstand nichts unangenehmer auffällt, denn Falsch- 
heit im Gemäld, unangesehen ob das auch mit allem Fleiss gemalt wird. Dass 
aber solche Maler an ihren Irrthümern Wohlgefallen gehabt, rührt davon her, 
dass sie die Kunst der Messung nicht gelernt, ohne die kein rechter Werkmann 
werden oder sein kann. Ich habe mir daher vorgenommen, für alle Kunstjünger 
eine Unterweisung zusammenzustellen, damit sie durch Uebung im Messen mit 
Zirkel und Richtscheit die rechte Wahrheit erkennen und vor Augen sehen und 
zu einem rechten und grösseren Verstand in der Malerei kommen mögen. — 
In welchen Ehren diese Kunst bei den Griechen und Römern gewesen, zeigen 
die alten Bücher genugsam an. Nachmals ist sie aber verloren gegangen und 
an tausend Jahr verborgen gewesen, und ei-st seit zweihundert Jahren wieder 
durch die Wälschen an den Tag gebracht worden; denn leicht verlieren sich 
die Künste, aber schwer und durch lange Zeit werden sie wieder erfunden. 

") Vorschule der claratellendaii Geometrie. Ein Sandbiich für Lineal- uml Zirliel zeich neu. Von 
A. L. Busch, Mit einem Vorwort von C. G. J. Jacobi. Berlin, Georg Reimer. 1. Auflage 1846, 2. Autlage 1808. 
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Demnach hoffe ich, mein Vorhaben werde kein Verständige!" tadehi, weil es 
aus guter Meinung und allen Kunstbegierigen zu Nutz geschieht, und auch 
nicht den Malern allein, sondern Goldschmieden, Bildhauern, Schreinern und 
allen denen, so das Maass brauchen, nützlich sein mag, und ich weiss wohl, 
dass wer sich meiner Lehre bedient, nicht nur einen guten Grund legen, sondern 
auch zu einem grösseren Verstand gelangen, weiter suchen und gar viel mehr 
einfinden wird, als ich jetzt anzeige," 

Diese durch ernstes Studium und fleissige üebung mit Zirkel und Lineal 
hervorgegangene Kenntniss streng geometrischer Formen und Proportionen kam 
Dürer hauptsächlich in der Kunst zu Statten, durch welche er am meisten 
das Staunen seiner Zeitgenossen und die Bewunderung der Nachwelt erregt hat, 
wenn, wie Erasmus in seinem Dialoge über die richtige Aussprache des La- 
teinischen und Grriechischen sich ausdrückt, „grösser, wie Apelles, ohne den 
Lockreiz der Farben, bloss durch glückliche Anwendung schwarzer Linien er 
Schatten, Licht, Glanz, Erhöhungen, Vertiefungen, die verschiedene Stellung 
desselben Gegenstandes, die harmonischen Maasse, ja das zu malen Unmögiiche, 
Feuer, Lichtstrahlen, Donner, Wetterleuchten, Blitz, Nebel, alle Sinne und 
Leidenschaften, die ganze menschliche Seele von der Leibesgestalt wiederstrah- 
lend, ja fast die Stimme selbst so vor die Augen hinstellt, dass durch Hinzu- 
fugung der Farbe dem Werke nur Unrecht geschähe" . Das gründliche geome- 
trische Vorstudium erweiterte den Blick und die Sphäre der Thätigkeit jener alten 
Meister, Piero della Francesca, Gentile und Giovanni Bellini, Alessan- 
dro Botticelli, Filippino und Domenico Ghirlandajo, Pietro Perugino, 
Andrea Mantegna, welche, wie uns der grosse Mathematiker Fra Luca dal 
Borgo, der häufig mit ihnen in geometrischen Gesprächen verkehrte, in seiner 
Summa Arithmetica berichtet, immer mit Zirkel und Lineal ihre Werke pro- 
portionirten und sie so zu der Vollendung brachten, die wir an ihnen be- 
wundern. In den dreizehn riesigen Foliobänden, welche die Pariser Bibliothek 
und die Ambrosiana zu Mailand aufbewahren, sieht man, in welchem Umfange 
Leonardo da Vinci, ebenso wie Dürer, Alles, was zu den graphischen 
Künsten in Beziehung stand, mag es die Proportionen des menschlichen Leibes 
oder der Blätter der Bäume, oder mehr phantastische Ornamente, Brücken und 
Basiliken, die Fortification , ja die Geschützkunst betreft'en, auf geometrische 
Constructionen zurückgeführt. 

Ausserdem dass das vertraute Umgehen mit Zirkel und Lineal und die 
vir. 42 
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sorgfältige Ausführung der geometrischen Constriictionen den Sinn und das 
Interesse für sti'enge Richtigkeit weckt und schäi'ft, und dadurch zu jeder be- 
sonderen Kunst tüchtiger macht, kann eine so vielen Kflnsten und Gewerken 
gemeinschaftliche Grundlage dazu beitragen, die jetzt stattfindende Isolirung der 
Maler-, Büdhauer-, Goldschmiede-, Baukunst, die gegenseitige Entfremdung der 
verschiedenen Handwerke, die doch zu demselben Ganzen zusammen zu wirken 
haben, in etwas zu verringern, obschon eine solche Vereinigung, wie sie bei 
den hervorragenden Genien jener Zeit des grossen Kunstaufschwungs, einem 
Dürer, Leonardo, Buonarroti gesehen wurde, nicht wohl fürder möglieh ist. 
- Das vorliegende Büchlein behandelt denselben Gegenstand, verfolgt die 
Dämlichen Zwecke und sucht dieselben Bedürfnisse zu befriedigen, wie jenes 
oben angeftihrte "Werk Dürer's; daher es mir nicht unpassend schien, dasselbe 
mit den Worten einzuleiten, die der grosse Meister seiner Schrift vorsetzt, 
welche die erate ihrer Art in deutscher Sprache gewesen ist. Wenn das vor- 
liegende Buch die erfreulichste Bekanntschaft des Verfassers mit den neueren 
Constructionsmitteln veiTäth, so trifft man doch darin auch gern noch hie und 
da einige der in jenem alten Werke enthaltenen Vorschriften, wie z. B. die 
zur angenäherten Construction eines dem Kreise einzuschreibenden Siebenecks. 
Denn es hat sich aus demselben noch gar Manches durch Uebergehen in spä- 
tere Werke, wie die „Praktische Geometne"' und die „Mathematischen JSrquick- 
slunden" des gelehrten Schwenter, in der Tradition der Kunstschulen erhalten. 
Ja, wenn man sich nicht Über den Eeichthum verwundern müsste, den unser 
Verfasser in den kleinsten Raum zusammenzudrängen gewusst hat, möchte man 
wünschen, es wäre noch Mehreres aus dem Dur er sehen oder verwandten 
Werken aufgenommen, insbesondere ausser den Kegelschnitten die Construction 
noch anderer in den Künsten vorkommenden Curven, von denen sich hier nur 
der sogenannte gedruckte Bogen findet. Sehr zu loben ist die den angenä- 
herten Lösungen beigefügte Vergleichung der Zahlen, welche die Construction 
und die strenge Rechnung giebt. Das bequeme Format und die grosse Zweck- 
mässigkeit der ganzen Einrichtung empfehlen das Buch sogleich beim ersten 
Anbhck. 

Wenn der Verfasser sein Buch für angehende Handwerker, Maschinen- 
und Bauzeichner, Feldmesser, Architekten, Ingenieure und Schüler technischer 
Lehranstalten nnd Gewerbeschulen bestimmt, und man nach den angeführten 
grossen Autoritäten diesen noch die Jünger der Maler-, Bildhauer- und Gold- 
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iiclimiedekunst beifügen bann, so glaube ich docb, dass in einem solchen Buche 
nicht die Künstler und G-ewerkleute allein eine nützliche Unterweisung und 
Vorbereitung finden, sondern dass es auch für den wissenschaftlichen Unterricht 
in der Geometrie, wie ihn Gymnasien und höhere Bürgerschulen gewähren 
sollen, eine treffliche Vorschule abgiebt. Die Strenge der geometrischen Be- 
weise ist eine Erfindnng der Griechen, welche dem menschlichen Verstände nur 
zur höchsten Ehre gereicht. ,Aber sie Ist nur dem reiferen Knaben- und an- 
gehenden Jünglingsalter eine passende und gesunde Nahrung, und dann nebst 
der Grammatik eine wahre Zucht des Veretandes. Dem Knaben, dem diese 
Welt dei- geometrischen Formen noch eine gänzlich fremde ist, mit den ersten 
Vorstellungen, die man ihm davon übei'liefert, zugleich schon zuzumuthen, sich 
darin i,n der Weise folgerechten Denkens nach systematischem Fortschritt zu 
bewegen, scheint keine gute Pädagogüc. Ich schreibe diesem Missverhältnlss 
hauptsächlich das beachtenswerthe Phänomen zu, dass zwar von den anderen 
Unterrichtsgegenständen eine Färbung, ein Interesse im späteren Leben zurück- 
zubleiben pflegt, von den mathematischen dagegen bei der gi'ossen Mehrzahl 
der Lernenden jede Spur bis auf die Erinnerung schwindet, während doch ge- 
rade diese Formen, diese Proportionen, deren Gesetzmässigkeit und Zusammen- 
hang den jugendliehen Scharfsinn beschäftigt hat, uns auch in der Folge fort- 
während umgeben und ihre Fragen an uns richten. Pestalozzi hatte von dem 
einzuschlagenden Wege eine richtige Vorstellung, aber aus Mangel an positiven 
Kenntnissen konnte er seiner Methode keinen Leib verleihen, Hess er sie im 
Ab- und Aufzählen der Stücke nach einem leeren Schematismus combinirter 
Figuren verflattern. Ein Werk von der Tendenz und Ausführung des vorlie- 
genden giebt dem mathematischen GyiBnasiallehrer eine treffliche Anleitung, die 
Schüler mit jenen Begriffen und Formen zuvörderst zu befreunden, durch selbst- 
tbätiges Schaffen Ihre Lust daran zu erregen, um dann das einweckte Bedürfniss 
eines vollkommenen Vei-ständnisses in der folgenden Altersstufe durch den 
strengen Beweis zu befriedigen. Selbst der, welchem nach dieser Seite hin nur 
geringe Fähigkeit zum folgerechten Schliessen verliehen wäre, würde doch nicht 
ganz Schiffbruch leiden, sondern könnte sich einen werthvolleh Besitz retten, 
die durch Anschauung und eigene Ausführung mit Zirkel und Lineal erworbene 
\('rti-aute Kenntniss geometrischer Formen, 
Berlin, den 19. Juni 184G. 
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SETZüNG DER ZÄHLEN AUS ZWEI QUADRATEN NEBST EMENDATION 

DER STELLE PROBE. ARITH. V. 12. 

(Gelesfin in iler Akademie der Wissenschatteu zu Berlin am 5. August 1847.) 



Moiiatebericht der Akademie clor Wissenschaften zu Berlin, Auguwt 1847 p. 26t) — 278. 

Wie es häufig gerade bei solchen Stellen des klassischen Alterthums, 
weiche ein besonderes sachliches Interesse darbieten, der Fall ist, so ist auch 
eine Stelle in den arithmetischen Problemen des Diophantus, welche uns 
über seine Kenntnisse von der Zusammensetzung der Zahlen aus zwei Quadraten 
wichtigen Aufschluss verspricht, verderbt. Es ist jedoch dies nicht in solchem 
Grade der Fall, dass nicht eine Wiederherstellung derselben möglich wäre. 

In der IS"*" Aufgabe des so reichen fünften Buches der arithmetischen 
Probleme wird verlangt: 

die Einheit in zwei solche Stücke zti theilen, dass, wenn man zu ihnen die- 
selbe gegebene Zahl addirt, die beiden Summen Quadrate werden. 
Nennt man die beiden Stücke x und y, die gegebene Zahl a, so sollen x-i-a 
und y-{-a gleichzeitig Quadrate und x-\-y=l sein. Es wird daher l + 2rt 
die Summe zweier Quadrate. Man sieht hieraus, dass die Zahl a nicht will- 
kürlich gegeben sein kann, sondern ihr um Eins vermehrtes Doppeltes die 
Summe zweier Quadrate sein muss. Die Aufgabe kommt dann dai-auf zurück, 
eine gegebene ungerade Zahl N= 2a-\- 1, welche die Summe zweier Quadrate 
ist, in zwei andere Quadrate zu zerfallen, deren jedes grösser als a ist. Sincf 
f und u^ solche Quadrate, so werden t^ ■ — a, u^ — ■ a die beiden gesuchten 
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Stücke der Einheit, Es ist liier nur von rationalen, nicht von ganzen Quadraten 
die Rede. 

Die nähere Bestimmung der gegebenen Grössen, welche nöthig ist, da- 
mit die Aufgabe möglich werde, nannten die Griechen d'io^iof^og, oder auch n^jog- 
äio(}ia/.iüg. Diese Diorismen bestehen in der Regel in Bestimmung der Grenzen, 
in welchen die gegebenen Grössen enthalten sein müssen, damit bei geometri- 
schen Aufgaben die zu construirende Grösse reell bleibt, oder bei arithmetischen 
Aufgaben die Werthe der gesuchten Zahlen positiv werden. Damit bei den 
arithmetischen Aufgaben die Lösungen rational werden, oder die Aufgabe über- 
haupt gestellt werden kann, sind auch bisweilen,- wie hier, Diorismen nöthig, 
welche sich bloss auf die Form der gegebenen Zahlen beziehen. 

Proclns nennt Leon, der nach Hippokrates Elemente geschrieben, 
die sich durch grösseren Reichthura des Stoffs und sorgfältigere Beweise aus- 
zeichneten, als den Erfinder des dio(}io/t6g, wann das gesuchte Problem möglich 
und wann es unmöglich ist. (dlars %6v Asovra . . . xal (iio(>iafi6y ev^alv, nöre 
äwazüv iari rö ^rfiovfiBVOV Ji^oßXrjf.ia y.ai tiots adwaTOv).*^ 

Es hätte bei der vorgelegten Aufgabe hingereicht, wenn Diophantus 
als Diorismus der gegebenen Zahl bemerkt hätte, dass ihr um Eins vermehrtes 
Doppeltes die Summe zweien' Quadrate sein muss. Diophantus spricht aber 
diese Bediagmig nicht ausdrücklich aus; er setzt sie bei seiner Auflösung vor- 
aus und sogar, dass man eine Zerfällung in zwei Quadrate wirklich kenne. 
Dagegen giebt Diophantus als Diorismus eine Eigenschaft an, welche eine 
Zahl, die die Summe zweier Quadrate ist, besitzen muss. Anderes als solche 
Eigenschaft sagt der Diorismus des Diophantus nicht aus; anderes braucht 
Diophantus nicht bewiesen zu haben, um dem Vorwurfe zu entgehen, etwas 
nur durch Induction Gefundenes mit Bestimmtheit auszusprechen. Er mag sich 
durch Induction übei'zeugt gehabt haben, dass diese Eigenschaft die Zahlen, 
welche die Summen zweier Quadrate sind, vollständig definirt, so dass jede Zahl, 
welche die angegebene Eigenschaft hat, auch immer die Summe zweier Qua- 
drate ist, aber er hütet sich wohl, diese Umkehrung auszusprechen. So giebt 
er in der 14""" Aufgabe des fünften Buches von einer Zahl, welche die Summe 
dreier Quadrate sein soll, den Diorismus, dass sie nicht dieEorm8?7+7 haben 

") Dieser Leon Bar nach ProcluK etwas iilter als Endoxus und ein Sohüler des Leodamas, 
der ein Zeitgenosse des Avchytas und Theaetetos aar, und dem Plato seine Methode der geometrischen 
AnaJysis iiherliefert liaben soll. 
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dürfe, was er leicht beweisen konnte: aber wir finden nicht bei ihm ausge- 
sprochen, dass umgekehrt jede ungerade Zahl, welche nicht diese Form hat, 
oder jede gerade nicht durch 4 theilbare Zalil auch wirklich immer die Summe 
dreier Quadrate ist, was er wohl ebenfalls dui'ch Induction finden konnte, was 
aber zu beweisen ausser seiner Macht lag. 

Eine elementare Betrachtung zeigt, dass jede ganze ungerade Zahl 2("(+ 1, 
welche die Summe der Quadrate zweier rationalen Zahlen ^t, die Form 4^n-{- 1 
hat. Es darf also a nicht ungerade sein, weil sonst 2a +1 die Form 4n — 1 
erhält. Aber nicht umgekehrt ist jede ganze Zahl von der Form 4n+] auch 
die Summe der Quadrate zweier rationalen Zahlen. Es kommt daher darauf 
an, noch andere Eigenschaften dieser Summen zu entdecken. Zahlen, die sieh 
nur durch einen quadratischen Factor unterscheiden, werden immer gleichzeitig 
die Summen der Quadrate zweier rationalen Zahlen sein können oder nicht sein ■ 
können. Es ist daher hinreichend, solche ganze Zahlen zu betrachten, welche 
durch kein Quadi'at theilbar sind. Diese Zahle^i dürfen, wenn sie die Summen 
zweier Quadrate sein sollen, loeder seihst, noch darf einer ihrer Facioren die 
Foi^m 4m — 1 haben. In diesem wichtigen arithmetischen Satze besteht der 
Diorismus des Diophantus, wie er sich durch eine unbedeutende Änderung 
aus dem jetzigen Texte ergiebt. Ehe ich jedoch diese Änderung selbst mit- 
theile, muss ich den inathematischen Sprachgebrauch der Präposition na(>ä bei 
Diophantus näher erläutern. 

Es ist sehr bekannt, dass die Präposition na^n von der Division ge- 
braucht wii'd. Einen Raum an eine Seite anlegen (jiaitaßdllEiv, im Platonischen 
Meno nach MoUweide's und August's Erklärung 7ia(>aTdvHr) heisst soviel, 
als die Höhe eines Rechtecks suchen, dessen Basis die gegebene Seite und dessen 
Inhalt der gegebene Raum ist, also den Raum durch die Seite dividiren. Man 
hat denselben Ausdruck auf die rein arithmetischen Operationen übertragen, so 
dass 7ia()aßoh'i bei Diophantus schlechthin für Division genommen wird *). 
Wenn er einen gemeinschaftlichen Factor, welchen die Glieder einer Gleichung 
haben, fortheben will, so sagt er kurz: nävTC/. na.Qa rnxaf}«, na^ct ä(>i&fii'>v, 
na()ä $vvcf.f.itv , alles durch 4, dm-eh x, durch x'^. Aber Diophantus braucht 



*) So z.B. heisst CS IV. 23: 

h'a äi ävvrjjui ^ nrtQaßoXii etc. 

wenn ich mm x'-^'ix durch 4k-J-9 dividire, werde ivh die drille (Zahl) haben; ober die Divii 

nicht »iSgUch; dmiiil aber die Division mSglivh werde ii. s. ir. 
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die Priiposition jicpc an mehreren Stellen auch von der Subtractioii. Im 27'°" 

Problem des zweiten Buches heisst es : 

6«»' (5o( (ivo äQi&/toi wv o f.ifi^wv Tov ildoGürög ean TST(>a7if.aüivji' nci^a 
fiovaSa, 6 vn avztvv n^ogi'Ctßsov rbv elaadova noiei rsxQäyiDVOV 
wenn man zwei Zahlen hat, von denen die grössere das Vier'fache der 
kleineren neben der Eins ist, so macht das Product derselben, nachdem es die 
kleinere hinzugenommen hat, ein Quadrat (B = AA^{^ Aß+ A ^= 4/1.-); 

oder In der- 34'°" Aufgabe desselben Buches: 

W.V ä^i&/iids äQi&/itoiJ fj SmXaoicov Jicc(}a jxoväda, ü d:w tov ei.(iaoüvo,- 
T&T.Qayujvoe i-iiifsi tov /.isi^ovog noist TSTfjäymvov 

{B = ^A — \, Ä^ — B = {Ä — ly-); 

oder in der lO'"" Aufgabe des dritten Buches: 

tav ä()t9-/idg ä()id;iwv %ETfjo.7ilaaiaiv 7/ 7r.a(^ta f.iova<)'<ig ixitl^ , ol fiovdth. 
avTüJy eläaaavs 7i(j6g äXX-^Xovg Koyov f/^ovoiv, oy j.eTQäywi'og dfiiif-iius :ii)ög 
xsTQÖywvov a.()id;uöv 

(B^iA — 'd, ß— 1:^1 — 1=4:1), 
und weiterhin: 

wg d ow y.al 55"* d rv)v fi" ') ijuiav ijv, i]v äy jj natjaßoh'f 
wenn nun auch der Coefficient von 4x die Hälfte von 9 xväre, ginge die 
Division; 
oder in der unmittelbar folgenden, wo der zuerst angeführte Satz nur mit an- 
deren Worten wiederholt wird: 

aäv äqi&fi.6s dgidji-ov fj 'cn^yanlaalaiv -Tßy« fiorääa, 6 vji etc.; 
oder in der folgenden: 

iav r/.()i9-itog ä(}idf.iov 1^ 7£T(>anlaaiwv Tiufjd ft~' d\ o vn avriüv Idipag rw 
fxei'Qüva noiel TtT^äywvuv 

(S = 4.4 — 4, -4B — £ = 4/1^ — 8^ + 4 = (2^ — 2)^ ) ; 
bemerkenswerth ist VI. 23: 

xat tÖ fi.iv d" ß 55""^ ß y.aTaoy.eud'Qsiv r.£Xi}dywvov (letihoy knif t-är ydi^» 
dvada /le^iarjg slg T£T(}äy(vvov jiv.Qa öväda, si^/josig xoy 5" w 
und 23;^ + 2a; zu einem Quadrat zu machen, ist leicht; denn loemi man 2 
durch ein Quadrat weniger 2 dividirt, wird man x finden; 

endlich heisst die letzte Aufgabe des sechsten Buches: 
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evfjBiv i.()iywPor öft&oyciriov , otiws ö iv f.uq tviv \ i] xvßog, 6 dt ii' t/j 
BTSf)!/. ;ii'/ios 7ia(ia nX^v^äv, o d't iv rfj vnoreivoijari xvßog xal nXsvfjo.- 
ein rechtwinkliges Dreieck zu finden, so dass in einer der Katheten ein Cubus, 
in der ande^'en ein C%ibus welliger seiner Seite und in der Hypotenuse ein 
Cuhiis und seine Seite ist. 

In ähnlicher Art braucht auch Nicomachus die Präposition na(ia in 
der sloaywyi] (S. 147 der Astschen Ausgabe): 

/.isaoTtjs ci()a 6 tj räv g xal rtov iß xard Ti]v ä(>aovi.xijV aig ya^ oi- nxQOi 
n^og aXh^Xovg, ovTwg i) toü fisyioTOV 7iai»a tov i.iiaov d'mipoijä Ti^og t-ijv 
Toii fitoov TiaQo. Tov i'käxta%ov Sia,(po(}äv' 

8 ist nämlich harmonisches Mittel von 6 und 12; denn tvie die Äusseren 

zti einander, so verhält sich der Grössten Unterschied von der Mittleren zu 

dem Unterschiede der Mittleren von der Kleinsten (12 : 6 = 12 — 8:8—6). 

Ich komme nun zu dem Diorismus des Diophantiis, welcher angeben 

soll, welche Eigenschaft eine gegebene Zahl haben muss, wenn ihr Doppeltes, 

um Eins vermehrt, die Summe der Quadrate zweier rationalen Zahlen i^t. Die 

Worte, wie man sie jetzt liest, heissen: 

dsi di] T,6v did6iA.Evov ^utjts ns^iaoor elyai, ftijrf u dtnXaoiviv avrov s" ,('" a 
fiul^ova i'xrj /.ifQog d, i] fisr^itrat vno t.ov a°" b"" ■ 

Die Handschriften, deren ich mehrere zu vergleichen Gelegenheit gehabt 
habe, und die Bachetsche Ausgabe geben keine wesentlichen Varianten; für 
die Zeichen von aQid-^og, /.tovag, nQithog sind in einigen die Worte gesetzt; 
ftlr ä rAxa^TOv. Ich emendire diese Steile so: 

8^1, Sij T.ov diS6fj.svov firire nt^LOffoy sIvki, utjrt o äin'Kaaliav avTov 
xal i-t" a fj-dl^cov s'xjl ,ue^og r.f,r(}ayji /Lier^sXa&ai 7ia()a T.rjV a /a" ' 
es muss aber die Gegebene weder xmgerade sein, noch ein Factor, welchen 
die Doppelte von ihr tmd um Eins Grossere hat, vierfach gemessen loerden 
neben der Eins. 

In Bezug auf die gemachten Änderungen bemerke ich , dass in den 
Handschriften die Zeichen für a(ii&fj,6g und xai, und eben so die Zeichen für 
a(>i&f,i/>g lind /nordg sehr häufig vei'wechselt werden. Für Terffayr^ ist <?'' ge- 
schrieben worden, woraus S ^ oder (J' ^ entstanden ist; wie für itT^oxig in 
den Handschriften tf'" oder ö\i, steht, woraus einige Male 3is wurde. (Sonder- 
barer ist die ans der Schreibart ä'"^ entstandene häufige Vertanschung von 
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TtT.Qdy.tg mit (hay.ty.Qif,iEVws , welche bereits von Bacliet bemerkt wurde und 
sich in allen mir- zu Gesicht gekommenen Handschriften des Diophantus 
findet, doch nicht in übereinstimmender Art, so dass abwechselnd die eine 
diay.6X()iftevü)g hat, wo in der anderen das richtige Terffäxis steht.) Was den 
Äusdrack Ömlccoiiov y.aX /.lordd'i i-iuQwv betrifft, so kann man dazu folgende 
Stelle vergleichen: 
I. 3. Tbv Innax&hna dQi$-fj,dv d'i^Ulv ds JtJo ä(ii&(iovs Iv loyio y.al vns^oxf 

Tfi ^o&Horj' sTiiTtTdx&io Sij Tov n dinhtlv dg ovo ä(>i&f.iovg, 'iva o f^d'Qivv 

Toii ekäoaovog Tftmlaaiaiv fj y.al «Vi uovdai S vntQEXl], 
wo man die Worte Iv X6j'qi xal vjieQoxfl in einen Begriff zusammenfassen muss. 
Dass fteQog Factor bedeutet, sagt Euclides in der dritten Definition des siebenten 
Buches : 

fie^og inrtv d(>i&f.iog d(>i&-/,iov 6 yAdoocov rov ud'Qovog, orav yarafitT^ü tov 

fid^orcc, 
und braucht es in diesem Sinne an vielen Stellen seiner arithmetischen Bücher. 
Diophantus hat keinen Beweis seines Diorismus gegeben, wie er dies 
auch bei anderen Diorismen nicht thut. Es scheint mir aber bei näherer 
Untersuchung keinem Zweifel unterworfen, dass er einen Beweis gehabt habe, 
indem Alles, was zu einem solchen erfordert wird, in den Mitteln der griechi- 
schen Mathematik liegt und in dem Geiste ihrer Methoden ist. Um dies zu 
zeigen, wird es nöthig sein, den Beweis selbst darzulegen. 
Der erste Theil des Dionsmus enthält den Satz: 
I. -Jede ganze ungerade Zahl, welche die Summe der Quadrate zweier rationalen 

Zahlen ist, hat die Form 4n-|-l. 

Der Beweis dieses Satzes beruht auf den elementarsten und den Grie- 
chen geläufigen Betrachtungen. So wusste Diophantus, dass die Quadrate 
der ungeraden Zahlen die Form 8n+l haben, wie sich aus seinem oben an- 
geführten Satze ergiebt , dass die Summe dreier Quadrate nicht die Form 
8n+7 haben kann. Theon Smyrnaeus und Jamblichus bemerken, dass 
die weder durch 3 noch durch 4 theilbaren Quadrate die Form 12n+l haben. 
Auf diesen ersten Theil des Diorismus scheint sich Diophantus stillschweigend 
in der 15"" Aufgabe des sechsten Buches zu beziehen, wo eine vorläufig nach 
Willkür gemachte Annahme über die gesuchten Zahlen zu der Forderung führt, 
den Ausdruck 

15^* — 36 
VII. 43 
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ZU einem Qaadrat machen zu sollen. Dies ist unmöglich, sagt er, weil 1 5 nicht 
in zwei Quadrate gelheilt werden kann. Soli nämlich 153:^—36 ein Quadrat 
sein, so muss 15 die Summe von -^ und einem Quadrat, also die Summe der 
Quadrate zweier rationalen Zahlen sein, was nach dem Satz (I) unmöglich ist, 
weil 15 die Form 4n— 1 hat. 

Ich glaube aber auch, dass man ohne Bedenken annehmen kann, dass 

Diophantus den Beweis des folgenden Satzes gekannt hat, welcher den Haupt- 

theil des aufgestellten Dlorismus in sich begreift: 

11. Wenn eine gegebene ganze ungerade Zahl die Summe der Quadrate zweier 

ganzen Zahlen b und c ist, welche keinen gemeinschaftlichen Tkeiler von 

der Form An — 1 haben, so hat jeder Factor p der gegebenen Zahl die 

Form 4n4- 1. 

Dass das Product zweier Summen zweier Quadrate wieder die Summe 
zweier Quadrate ist, war ein dem Diophantus sehr geläufiger Satz, von 
welchem er häufige Anwendungen macht. Auch weiss er, dass das Product 
von zwei solchen Factoren auf zwei Arten, das Product dreier solcher Factoren 
auf vier Arten die Summe zweier Quadrate wird. Denn um in einer seiner 
Aufgaben eine Zahl zu finden, welche auf vier verschiedene Arten die Summe 
zweier Quadrate ist, bildet er sie durch Multiplication von drei verschiedenen 
Zahlen, von denen jede die Summe zweier Quadrate ist. Ausser dieser Kennt- 
niss, dass das Product von Zahlen von der Form ä^ -h B^ wieder diese Form 
hat, sind zum Beweise des Satzes (II) nur die folgenden Betrachtungen er- 
forderhch, welche anderen, wie wir sie bei Diophantus und Euclides finden, 
nicht unähnlich sind. Die im Folgenden gebrauchten Buchstaben sollen immer 
ganze positive Zahlen bedeuten. 

Es sei p ein Theiler von b'"' -\- c~, p" der Quotient, so dass 

Es seien ip und kp die Vielfachen von p, welche den Zahlen b und c möglichst 
nahe kommen, und 

±b^=: b^ip, ±15^ = c — kp, 

so werden b, und c, kleiner als ^p oder höchstens gleich ^p. Substituirt man 
diese Werthe von b, und Cy, so erhält man 

bl 4. c,^ = pj^o _ 2(ib -+- kc) -hp(P -h k')\ 

= p\p^--2(±ib^±kcj — p(i^-i-k')\. 
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Setzt man daher 

= f — 2{± ib^ ± kc^)—p(i'^ + k^) 
= p" — i{b ± Ä^) — k{c ± Cj), 
so wird 

öj- 4-(^f = pf^- 

Da die Zahlen Ä, und Cj höchstens gleich \p werden, so wird bl -\- cl höchstens 
gleich \p^, und daher p^ höchstens gleich \p, also gewiss immer kleiner als p. 

Wenn die vier Zahlen p, Pi, ^i, c^ einen gemeinschaftlichen Factor haben, 
so haben denselben Factor auch die Zahlen p", p, b, c; und umgekehrt, wenn 
die Zahlen p*', p, b, c einen gemeinschaftlichen Factor haben, so haben den- 
selben Factor auch die Zahlen p, p^, &,, c,, wie aus den vorstehenden Formeln 
unmittelbar ersichtlich ist. 

"Wenn man auf dieselbe Art, wie im Vorhergehenden aus den Zahlen 
p", p, b, c die Zahlen p, Pi, b,, Cj abgeleitet worden sind, aus diesen letzteren 
die Zahlen p^, p^, b^, c^ ableitet, und aus diesen wieder auf dieselbe Art neue 
Pii fit ^s! ^3 und so fort, so muss das Verfahren einmal aufhören anwendbar 
zu sein, weil die ganzen positiven Zahlen p, Pi, p^ u- s. w. nicht in's Unend- 
liche abnehmen können. Das Verfahren kann aber nur dann aufhören an- 
wendbar zusein, wenn man auf Zahlen pi, &;, C; kommt, von denen die erstere 
die beiden anderen theilt, weil dann p,_^.^, b^_^_^ und C;_|_i der Null gleich werden. 
Ist man zu solchen Zahlen gekommen, so zeigt die Gleichung 

dass Pi^ipi durch pf theilbar ist, und daher auch Pi_i durch p; theilbar sein 
muss. Daraus aber, dass die vier Zahlen pi_,, p^, b^, c^ den gemeinschaftlichen 
Factor p^ haben, folgt nach dem obigen Satze, dass auch alle vorhergehenden 
Zahlen denselben Factor haben, also auch die ursprünglichen Zahlen p", p, b, c 
durch pt theilbar sein müssen. Wenn daher, wie in dem Satze (11) angenommen 
worden ist, b^-\-c^ eine ungerade Zahl ist und b und c keinen gemeinschaft- 
lichen Factor von der Form 47t— 1 haben, so kann p^, als gemeinschaftlicher 
Factor von b und c, weder gerade sein noch die Form 4n — 1 haben, sondern 
muss eine ungerade Zahl von der Form 4« -hl sein. Haben b und c über- 
haupt keinen gemeinschaftlichen Factor, so muss 2>i = l wei'den. 

43* 
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Miiltiplicirt man die Gleichungen 

PPi = ^f + "i^ ! Pi p2 ^ ^ ~^ '^i ■> ■ • • ! i'i-i Pi = ^i -+- cf 
mit einander, so wird, wie Diophantus bekannt war, das Product 

PPi -PiP^-PiPs ■ ■ ■ Pi-iPi = PPiCPiPs-- -Pi-iT 
wieder die Summe der Quadrate zweier ganzen, und daher pp^ die Summe der 
Quadrate zweier rationalen Zahlen. Die Zahl pp^ muss ungerade sein, weil p 
und p^ als Factoren der ungeraden Zahl h^-\-c^ ungerade sind. Es muss aber 
zufolge (I) die ungerade Zahl pp^ als Summe der Quadrate zweier rationalen 
Zahlen die Form 4ji-4- 1 haben, und da p^ diese Form hat, so muss auch p 
die Form 4n+l haben, was zu beweisen war. 

Wenn h und c keinen gemeinschaftlichen Factor haben, und daher ^^ = 1 
wird, so folgt aus dem Vorhergehenden, dass p die Summe der Quadrate zweier 
rationalen Zahlen ist. Man hat daher auch den Satz: 

III. Wenn eine gegebene ungerade Zahl die Summe zweier Quadrate ist, die 
keinen gemeinschaftlichen Factor haben, so ist auch jeder Factor der gege- 
benen Zahl die Summe der Qxiadrate zweier rationalen Zahlen. 

Die Methode, aus einer Summe zweier Quadrate, welche ein Vielfaches 
von p ist, durch Änderung der "Wurzeln um Vielfache von p eine andere Summe 
zweier Quadrate abzuleiten, die ein kleineres Vielfaches von p ist, scheint mir 
solchen Methoden, welche wir bei Diophantus finden, analog. Denn in ver- 
schiedenen Problemen leitet er aus einer gegebenen Zei-fällung einer Zahl in 
zwei Quadrate andere ab, in welchen die Wurzeln der beiden Quadrate sich 
zwischen gegebenen Grenzen befinden. Er hat sogar das eigene Wort fieradi^lüv 
(umzerfälleri) für die Operation, durch welche eine Summe zweier Quadrate als 
Summe von anderen zwei Quadraten dargestellt wii-d. Die Methode ferner, 
durch einen fortgesetzten Process zu immer kleineren Zahlen zu gelangen, ist 
derjenigen ähnlich, deren sich bereits Euclides zur Auffindung des grössten 
gemeinschaftlichen Theilers zweier Zahlen bedient. 

Der Satz (HI) kann vervollständigt werden, indem auch der Satz gilt: 

IV. Dass jeder Factor der Summe zweier ganzen Quadrate, die keinen gemein- 
schaftlichen Theilrr haben, wieder die Summe zweier ganzen Quadrate ist. 

Auch der Beweis dieses vollständigeren Satzes enthält nichts, was dem Dio- 
phantus nicht zugänglich gewesen wäre. Da Diophantus die beiden Arten, 
das Product zweier Summen zweier Quadrate wieder als solche darzustellen, 
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genau kannte, so konnte ihm, wenn er überhaupt sein Augenmerk darauf richtete, 
nicht entgehen, dass in der einen dieser beiden Arten die beiden Wurzeln 
immer durch f^ theilbar werden. Hierauf aber beruht im Wesentlichen der 
Beweis des Satzes (IV). 

Wenn man nämhch in der Gleichung 

für h und c-^ die Werthe 

substituirt, so werden, wenn bl-hcf = pp^, die Wurzeln der beiden Quadrate 
rechts vom Gleichheitszeichen 

und daher, wenn man 

i| + c| = p^p^ 
setzt, nach Division mit pl 

pp,^ = (p — i^b^ — Äjq)^-j-(i^q — ^1^1)^ 
(wofür man, da nach den oben gegebenen Formeln 

P,=P- S(b, + h) — '^iC^i + ^s) 
ist, aucli 

FP2 = (i'a + \^2 + '^iS)^ + (*i'^s"\^3)^ 
setzen kann). Aus dieser Zerfällung leitet man auf dieselbe Art, wie sie selbst 
aus der Zerfällung von ppi erhalten worden ist, die Zerfällungen von pp^, 
ppi etc. ab, wo p, p^, p^, p^, p^ etc. eine rasch abnehmende Reihe positiver 
ganzer Zahlen bilden, die, wenn b und c keinen gemeinschaillichen Factor 
haben, zuletzt 1 werden, was die verlangte Darstellung von p als Summe 
zweier ganzen Quadrate giebt. Wenn aber auch der Beweis des Satzes (IV) 
dem Diophantus zugänglich war, so haben wir doch keinen Grund anzunehmen, 
dass dieser Beweis auch wirklich von Diophantus gekannt war, da der Satz 
(IV) zu dem von ihm gestellten Diorismus nicht erforderlich ist. 

In den meisten Fällen, in welchen Diophantus auf frühere Betrach- 
tungen oder Sätze seines Werkes Bezug nimmt, thut er dies ohne ausdrückliche 
Erwähnung, wenn dieselben nicht etwa in der unmittelbar vorhergehenden Auf- 
gabe vorkommen; wie auch Euclides, wo er frühere Sätze anwendet, diese 
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nicht zu ckiren pflegt"). Es ist aber nicht anzunehmen, dass er auch dann 
jede nähere Hinweisung unterlassen haben würde, wenn der Beweis eines 
schwierigen von ihm ausgesprochenen Satzes aus einem anderen Werke hätte 
entlehnt werden müssen. Noch weniger ist anzunehmen, dass er einen Satz 
ausgesprochen haben würde, von welchem es überhaupt noch keinen Beweis 
gab. Es scheint mir daher wahrscheinlich, dass alles nicht den ersten Elementen 
Angehörige, was er voraussetzt, und was wir jetzt nicht in seinem Werke fin- 
den, in verlorenen Theilen desselben behandelt war. Niu- hat man, wie bei-eits 
bemerkt worden, nicht das Recht, ihm mehr zuzuschreiben, als seine Voraus- 
setzungen besagen, und muss deshalb dieselben genau prüfen. Wurden ausser 
diesem Diorisraus und anderen Sätzen, die in dem Werke sich jetzt nicht be- 
wiesen finden, auch noch, wie es wahrscheinlich ist, die drei angeführten 
Porismen, weiche auf sehr complicirten algebraischen Betrachtungen beruhen, 
bewiesen, und waren die Beweise etwa mit der flir uns kaum mehr erträglichen 
Weitläufigkeit geführt, wie wir sie in dem Buch über die Polygonal zahlen 
finden, so war dies schon hinreichend, um damit sechs oder sieben Bücher 
anzufüllen, die jetzt zu fehlen scheinen. Wenn, wie so häufig, einige Bücher 
desselben Werkes weniger als andere durch Abschriften vervieMltigt wurden 
und daher verloren gingen , so ist es erklärlich , dass es diejenigen Bücher 
waren, welche schwierige algebraische Abhandlungen enthielten und von den 
mehr ansprechenden Problemen abgesondert werden konnten. Jedoch mögen 
auch Reihen von Aufgaben selbst fortgefallen sein, insbesondere gegen das 
Ende solche, welche die Construction schiefwinkliger Dreiecke in rationalen 
Zahlen betrafen. Es ist uns kein Name eines Mathematikers bekannt, der die 
Untersuchungen des Diophantus fortgesetzt hätte, und doch finden wir bei 
den römischen Agrimensoren und dem jüngeren Hero das schiefwinklige Dreieck 
mit den Seiten 13, 14, 15, dessen Höhen ebenfalls rationale Zahlen sind, an- 
gewandt. Wenn die Bildung dieser Dreiecke, wie es fast scheint, bereits vor 
Diophantus bekannt war, durfte sie in seinem Werke desto weniger fehlen. 
Die jetzt ganz isolirt stehende Aufgabe VI. 18, ein lechtwmUiges Dieieck m 
Zahlen zu construiren, in dem die Halbirun^lime emes der beiden spitzen 



*) Ich fiade im Diophantus zwei Stellen, III. 6 und IV. 29 mu er ■noh auf Aufgiben, die im 
erstea Buche gelost sind (18 und 30), beruft. In der zweiten, IV. 29, sagt ei ausdrucklich yal Ti^oSidfixjai 
nCrij ^ äniäii^i? (v t^> nQtöii^ ßißUffi »ni vvv äi rfti/fliifffriii etc. m dei enten Melle lagt ei bloss 
TiiÜro äi nnoSfSKxiai. Die drei Sätze, die er als in den Porismen ^pg-eben citirl finilen sich bekanntlich 
nicht in dem auf uus gekommenen Werke. 
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Winkel eine rationale Zahl ist, hat wahrscheinlich einem Cyclus ähnlicher Auf- 
gaben angehört. 

Die verderbte Lesart des jetzigen Textes vnu rov a"" i"" (viio rov nfjtözov 
ä(}i$-fiov) hat Bachet auf den Gedanken gebracht, ob vielleicht nach Dio- 
phantus Meinung die ungerade Zahl, welche die Summe zweier Quadrate ist, 
eine Primzahl von der Form 4/1+1 sein sollte. Aliquando mihi venit in 
mentem, sagt er, Diophantum voluisse duplum dati numeri paris unitate auctum 
esse numerum primum, qnandoquidem omnes fere huiusmodi numeri componuntur 
a duobus quadratts, quales sunt 



Das hier noch von Bachet gebrauchte fere hat Fermat gestrichen und den 
Satz, dass jede Primzahl von de?' Form 4n-hl die Summe zweier Quadrate ist, 
nebst einer Reihe ähnlicher Sätze apodictisch hingestellt. Aus den Bemühungen 
der Mathematiker, diese Sätze zu beweisen, ist die grosse arithmetische Theorie 
der quadratischen Formen entstanden. Wenn es aber nach dem, was oben aus- 
einandergesetzt worden ist, eine grosse Wahrscheinlichkeit hat, dass Diophan- 
tus den Satz, dass jeder Theiler der Summe zweier Quadrate, die zu einander 
Primzahlen sind, die Summe zweier rationalen Quadrate ist, beweisen konnte, und 
wenn ihm zu dem Beweise des Satzes, dass ein solcher Theiler auch die Summe 
zweier ganzen Quadrate ist, durchaus nicht die Mittel gefehlt haben würden, so 
ist man doch nicht berechtigt anzunehmen, Diophantus habe die Umkehrung 
seines Diorismus, nach welcher auch jede Zahl, welche keinen Factor von der 
Form 4:n — 1 hat, Theiler der Summe zweier Quadrate ist, die zu einander Prim- 
zahlen sind, ebenfalls beweisen können oder auch nur gekannt. Diese Um- 
kehrung wird noch zum Beweise des Fermatschen Satzes, dass jede Primzahl 
von der Form 47Z-I-1 die Summe zweier Quadrate ist, erfordert. Auf wie 
vei-sehiedenen Wegen man auch seit Euler dieselbe bewiesen hat, so giebt es 
doch fllr die dazu nöthigen Methoden keine Analogie in der Mathematik der 
alten Welt. Immer aber wird dem Diophantus der Ruhm bleiben, zu den 
tiefer liegenden Eigenschaften und Beziehungen der Zahlen, weiche durch die 
schönen Forschungen der neueren Mathematik erschlossen worden, den ersten 
Anstoss gegeben zu haben. Wurde der Diorismus der 12"° Aufgabe des fünften 
Buches die Veranlassung zu dem Satze, dass jede Primzahl von der Form 
4ji-|-l die Summe zweier Quadrate ist, so gab die Fordennig, die Diophan- 
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tus im 31'™ Problem des vierten und im 17**" Problem des fünften Buelies 
stellt, eine gegebene Zahl in vier Quadrate zu theilen. die Veranlassung zu dem 
Satze, dass jede Zalil die Summe von vier Quadraten ist. Und wenn Dio- 
phantus in dem bereits mehrfach hier angeführten 14'*'' Problem des fünften 
Buches fordert, eine gegebene Zahl, die aber nicht die Form. Sn-i-7 haben 
dürfe, in drei Quadrate zu theilen, so musste die Frage entstehen, ob denn 
alle übrigen ungeraden Zahlen die Summen dreier Quadrate sind, und diese 
Frage hat zu der Theorie der ternären Formen geführt. 
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AUSZUG EINES SCHREIBENS VON JACOBI AN SCHUMACHER. 

Scäiumaclier Astronomische Nachiichten, Bd. 28 No. 651 p. 43—46. 

Die Discussion der Fragen, zu welchen die ji^Tosse Leverriersche Ent- 
deckung Anlass giebt, hat in der neuesten Zeit eine beklagenswerthe Wendung 
genommen. Diese Fragen könnten für die Astronomen ein neuer Sporn sein, 
die Theorien der einzelnen Theile des Sonnensystems bis zu derjenigen Voll- 
kommenheit auszuarbeiten, welche die Höhe der Praxis und die reichen Hülfs- 
mittel der mathematischen Analysis jetzt möglich machen, um das Ziel zu er- 
reichen, welches Bessel in dem von ihm hinterlassenen Fragment seiner Selbst- 
biographie als den leitenden Gedanken seines ai-beitsamen Lebens angiebt. Es 
muss aber als un^-ürdig erscheinen, die Lage des grösseren Publicums, in diesen 
Dingen kein selbstständig^ Urtheil zu besitzen, dazu zu missbrauchen, um bei 
demselben eine durch tiefe Gedanken und jahrelange Arbeit erobei'te Entdeckung, 
um welche unsere Nachkommen unsere Zeit beneiden werden, durch die mon- 
ströse Behauptung zu verdächtigen, als habe dabei ein Zufall obgewaltet oder 
mitgespielt. Da innerhalb der letzten 10 — ^20 Jahre die Angaben des Calculs 
jederzeit hingereicht hätten, den Planeten aufzufinden, so kann hier von keinem 
Zufalle die Rede sein. Man muss bewundern, dass aus so kleinen und un- 
sicheren Quantitäten, wie die hier gegebenen, so genaue Resultate gezogen 
werden konnten, und kann dies nm" der umsichtigen Behandlung dieser Data 
und der musterhaften Benutzung aller Hülfsmittel zuschreiben. Denen, welche 
die Entdeckung für zufällig ausgeben, weil die Uebereinstimmung nicht grösser 
ist, als es die Natur der Sache verstattet, wäre der Rath zu geben, auch solche 
zufällige Entdeckungen zu machen. 

Berlin, den 10. October ]848. 

vii. 44 
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ÜBER DAS VORKOMMEN EINES ÄGYPTISCHEN BRÜCHNAMENS 
IN PTOLEMAEUS GEOGRAPHIE. 

(Gcleseu in dor Akademie Am Wissenschaft«!) äu Berlin am ifi. August 1849.) 

Monatsbericht der Akademie der WisKenHchaften zu Berlin, August 1849 p. 222— 226. 

Die Griechen hatten niii' für diejenigen BrQche eine übliche Bezeichnung, 
welche die Einheit zum Zähler haben; statt des Horizontalstriches über dem 
Buchstaben, wodurch die Zahl selbst bezeichnet wird, wird ein verticaler, doch 
etwas schiefer, Strich über den Buchstaben gesetzt, wenn die Einheit, durch 
diese Zahl dividii-t, bezeichnet werden soll. Besteht der Nenner aus mehreren 
Buchstaben, so wird dieser Strich nur über den letzten gesetzt, manchmal auch 
der Horizontalstrich beibehalten, woraus vielleicht unsere Bruchbezeichnung 

entständen ist iccy^^j, wie die griechische nach Herrn Brugsch (in seinem 

schönen, kürzlich erschienenen Werke: „Numerorum apud veferes Aegypttos de- 
moticorum doctrina"') vielleicht aus der ähnlichen ägyptischen, in welcher der 
Verticalstrich das phonetische Zeichen für Re oder Theü bedeuten soll. Diese 
Bezeichnungsart der Brüche erstreckt sich auch auf die Algebra der Griechen, 
indem ein verticaler Strich Über dem Zeichen für x oder x^ oder x^ bei Dio- 
phantus die inversen Werthe ~, —j, -^ bedeutet, wie er auch sprachhch 
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d(>t-9fjoaröv, dvvafiooröv , xvßoarov etc. von G^tS-fWS, Svvafiig, yvßog etc., 
ähnlich wie t-qL-iov von %()iis, bildet. Brüche, deren Zähler nicht die Einheit 
ist, werden entweder mit Worten beschrieben, wobei auch die längsten Wörter 
nicht gescheut werden'), oder aus anderen, deren Zähler die Einheit ist, durcli 
Nebeneinanderschreiben zusammengesetzt. Dieses Letztere geschieht selbst mit 
Aufopferung der Genauigkeit. Bei der ZerfelUmg in mehrere Brüche, welche 
die Einheit zum Zähler haben, wird immer der grössere Bruch vorangesetzt. 
G^fet'cAe Brüche neben einander zu stellen, scheint nicht üblich, gewesen zu sein, 
wenigstens ist mir kein solches Beispiel erinnerlich. 

Für den am häufigsten vorkommenden Bruch 1 haben die Griechen ein 
eigenes Zeichen, dessen sich auch die römischen Agrimensoren bedienen, und 
welches sehr verschiedene Formen annimmt. Man wird hierflir kaum ß' ge- 
schrieben finden. Für -^, 1 etc. wurde ;'', ä' etc. geschrieben; statt |-j ^ 
konnte ^, -^ \ gesetzt werden. Untei- den kleineren, am häufigsten vorkommen- 
den Brüchen blieb also nur |- zu bezeichnen übrig, wofür man, wie erwähnt 
worden, -i ■!■ nicht setzen mochte und eber^o wenig, wie es scheint, i i-, um 
nicht einen höheren Nenner einzuführen. 

Man findet nun in Ptolemaeus Geographie eine Bezeichnung 
yo' 
lür |-, welche aus keiner Analogie griechischer Bezeichnungsart erklärt werden 
kann. Die Handschriften scheinen in dieser Beziehung keine Varianten darzu- 
bieten, und die Bedeutung steht unzweifelhaft durch Rechnung fest. 

Ptolemaeus beschreibt im achten Buche seiner Geographie 26 Land- 
karten (10 für Europa, 4 für Libyen, 12 für Asien), durch welche er die ganze 
bewohnte Erde darstellen will. Die Meridiane und Parallelkreise sollen in 
diesen Karten gerade Linien sein, auf welchen die respectiven Gradlängen das- 
selbe Verhältniss zu einander haben, wie es der müdere Meridian jeder Karte 
zum mittleren Parallelkreis derselben in der Wirklichkeit hat. Mercator, der 
berühmte Bearbeiter der Ptolemaeischen Geographie, hat dieses Princip, nach 
welchem die Längen- und Breitengrade nur in den verschiedenen Kai-ten ver- 
schiedene Verhältnisse haben, die für jede Karte mit dem Mittel der wirklichen 

") Z. H. Dioph. P,-obL II, '25; ö öi e^ni, mivafiii.oi^QOV i^'i^ /iun,o'j,bjtri,ii^,^x'>-"'0"'Hi<^o^'0'»or6'>o>:' 

121 . ' " ' " 

(iBKooiüTit.tujoij- fm- — -— uaoli der Wolfeiilifittelei- IlaudKchrift, 
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Verhältnisse übereinstimmen, wesentlich verallgemeinert. Er behält die Dar- 
stellung der Meridiane und Parallelkreise durch gerade Linien bei, nimmt aber 
nicht mehr im ganzen Bereiche der Karte das Verhältniss der Längen- und 
Breitengrade q.ls constant an , sondern ändert dasselbe continiiirlieh , so dass 
es fortwährend mit dem wirklichen Verhältniss der entsprechenden Theile des 
Meridians und Parallelkreises auf der Erde Obereinstimmt. So ist die unter 
dem Namen der Mereatorschen bekannte Kartenprojection entstanden, welche 
mit der Ptolemaeischen übereinstimmen würde, wenn Ptolemaeiis seine Ab- 
bildung der Erde aus unendlich vielen Karten zusammengesetzt hätte, 

Behufs der Ausftihrung dieser Karten giebt Ptolemaeus für 350 Städte 
(118 von Europa, 42 von Afrika, 190 von Asien) ihren Längenunterschied von 
Alexandrien, und statt der Breitenbestimmxing die Datier ihres längsten Tages, 
oft bis auf Brüche von Minuten. Am Schlüsse des Buches bemerkt er die 
Längen- und Breitengrade der Grenzen jeder Karte und zugleich die Längen- 
und Breitenausdehnung der Kai-te selbst, wodurch man eine Gontrolle der Rich- 
tigkeit der Zahlen des Textes erhält, indem die Differenzen der Längen- und 
Breitenbestimmungen der Grenzen der Kai-te ihre Ausdehnung nach Länge und 
Breite geben. Man findet leider durch diese Gontrolle, dass die Zahlen an sehr 
vielen Stellen corrumpirt. sind, aber auch andererseits in den meisten Fällen 
eine willkommene Uebereinstimmung, welche es mßglich macht, die Bedeutung 
von yo' mit Sicherheit zu constatiren. Ich will nur einige der betreffenden 
Stellen hersetzen. 

Bei der siebenten Karte von Europa heisst es: 

'0 eßSofios (7iiva4) «"» uoi^wv xi} y' (29-^") s'cog ^uoi(Jtov a (40'^)' yivsru.i 

fxi^xog ftoi^mv i yo' (lO-^")' 
bei der achten Karte von Europa: 

Tikdtos anb jxoiqwv ug yo' (46-^") uog fwi^üjv gy (63")* ylvtrai nldrog 

fioi^äiv n; y (IG-^")" 
bei der zehnten Karte von Europa: 

"0 iy^xazog xal %eleVTalos änö fioi-tJUJV «j g' (44^*?) k'uig f.iot^wv ve 5' ;'' 

(po^Y)' y'-'i'^TMi fiijxos la yo' (11|-^)- 

u. s. w. u. s. w. 

Champollion hat bemerkt, dass in der ägyptischen Volkssprache der 
Brach -^ durch das Wort Theile ausgedrückt wird; und Herr Brugsch bat in 
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dem angeführten Werke darauf aufmerksam gemacht, dass das Zeichen, welches 
Young in seinem Werke: „Rudiments of an egyptian dictionai'y (London 1831. 8")" 
für diesen Bruch angiebt, kein Zahlensymbol, sondeiTi ein phonetisches Zeichen 
sei, welches TO gesprochen wurde tmd Theil bedeutet'). War nun Gebrauch der 
ägyptischen Volkssprache, f durch Theile TO zu bezeichnen, und sieht man 
keinen Grund ein, warum bei dem dringenden Bedürfntss einer Bezeichnung 
dieses Bruches und dem Mangel einer üblichen griechischen Bezeichnungsweise 
Ptoleraaeus nicht aus der ihn umgebenden Sprache das dort gebräuchliche 
Wort entlehnen sollte, so kann man sich des Gedankens nicht entschlagen, 
dass das FO der Handschriften aus dem demotischen TO corrumpirt sei, welche 
leichte Verwechselung wohl dadurch befördert wurde, dass man in dem V 
wenigstens doch den Kenner des zu bezeichnenden Bruches zu sehen glanbte, 
wenn auch das unerklärt bleiben musste. So wird einerseits eine räthsel- 
hafte Bezeichnung des Ptolemaeus aufgeklärt und andererseits eine unerwar- 
tete Bestätigung der neueren ägyptischen Forschungen aus einem classischen 
Autor erhalten. 

Ich will noch einige Worte darüber sagen, wie gerade der Bruch ^ 
mit dem so allgemeinen Worte Theile bezeichnet werden konnte. Es ent- 
spricht dieses dem bei den Griechen üblichem Gebrauch, den Namen der ganzen 
Species demjenigen darunter begriffenen Individuum zu geben, in welchem 
die Species zum ersten Male oder auf die einfachste Weise zur Erscheinung 
kommt. 

Die Griechen bezeichneten einen Bruch, wie tj, -g- etc. mit dem Namen 
,«*po?. Ein Vielfaches dieser Brüche oder einen Bruch, dessen Zähler von 1 
verschieden ist, nannten sie mit Anwendung des blossen Plurals fietjr], wie bei 
Euclides zu sehen ist**), wenn sie auch bisweilen dafür deuthcher nldova /.i^qi] 
oder fif(>ri nldova ivog sagen. Es bedeutet daher fie^ri nicht mehrere Brüche 
mit verschiedenen Nennern, sondern ein Vielfaches desselben Bruches, Nun ist 
|- der erste and einfachste Bruch, welcher als fisffi} auftritt, und es war daher 
natürlich und nicht enmul eme Ündeutlirhkeit. die'-en Bui(.h «o 7u bezeichnen. 



*) Hei-r BrugKch seibat Int duitli Pml iiio \ n Re liEungei vn-khe mcI m liiibi Pap yros rolle 
finden, für den Bmch % ein indeies Zeiihen ermittelt, welches ein blosaes, Zahlensymljol uhne Woitbedeu- 
tung zu sein scheint, und welches ei in der Inschrift von Roaette wiedetiindet iinJ zwar in einer Stelle, 
der nach Letronne's Benieiknnir die gnerhisehcn Worte rluo ^foij entbprecheii 
'■■*) l.a. Eücl. Vli I( Ti) n ^uoc ( iiu ( «^ijj I, -• i ; 
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Die Griechen nannten -| zwei Theik, weil zwei Theile zuerst bei Dritteln vor- 
kommen; so verstanden sie unter drei Theilen den Bruch |-, weil drei Theile 
zuerst bei Vierteln vorkommen, u. s. w. Es kommen Überhaupt Theile, d. h, 
mehr ab ein Theil, zuerst bei Dritteln vor iind haben ihren Anl^ng in zwei 
Theileiij bedeuten also ganz nach demselben Principe zwei Drittel. „Die Theile 
(sTc: Je /.itffrjy, sagt Nicomachus in der elgaycoyi] (y.(H<9injTix^, ed. Äst S. 99, 
„haben Wurzel und Anfang (^i^av y.al a(}yj]v') von deui Drittel, denn es ist 
hier unmöglich, vom Halben anzufangen." 
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MITTHETLUNG ÜBER EINEN CODEX DER PTOLEMAEISCHEN OPTIK 
IM BESITZE DER KÖNIGLICHEN BIBLIOTHEK ZU BERLIN. 



Monatsbeviclit der Akademie der WisseQscliai'ten zu ReHin, FobiTiar 1S50 p. TT. 

Herr J^cobl macht eine mündliehe Mittheilung über einen kostbaren 
Codex der Ptolemaeisehen Optik (lateinische Uebersefczung aus dem Arabischen), 
der sieh seit unbestimmter Zeit im Besitae dei- KönigUchen Bibliothek befunden 
hat, aber erst neuerdings aufgefunden ist. Derselbe ist aus dem fünfzehnten 
Jahi'hundert und scheint nach einer flüchtigen Prüfung von den Lücken und 
Corruptionen des vielleicht zwei Jahrhunderte jüngeren Pariser Codex frei zu 
sein. Leider ist dieser Codex nicht nur durch die Abbreviaturen der damaligen 
Zeit, sondern auch durch das Verblassen der Tinte, das an manchen Stellen 
vielleicht chemische Mittel zur Wiederbelebung nöthig machen wird. In höherem 
Grade beschwerlich zu entziffern. 
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ÜBER Em NEU AUFGEFUNDENES MANUSCRIPT VON LEIBNIZ, NEBST 

BEMERKUNGEN ÜBER DTE SCHRIFT: „OPUSCtJLUM DE PRAXI NUME- 
RORUM, QUOD ALGORISMUM VOCANT". 

(Bericht a.11 die Akademie riei- Wis^easehafteii /,u Marllu vom IL Novorabei- 1850.) 

Moiiatsberklit dar Akadomie dor Wissoo Schäften zu Berlin, 'November 1850 p. 4"i6 — 428. 

Herr Jacobi berichtete über ein Schreiben des Dr. Gerhardt in Salz- 
wedel, in welchem dei'selbe der Akademie die Ei-folge seiner letzten Reise nach 
Hannover meldet. Herr Gerhardt hat dort bei genauerer Untei-suchung der 
Ijeibnizischen Hinterlassenschaft das Glück gehabt, seine fast zwanzigjährige 
Correspondenz mit dem älteren BernouUi, die man für verloren gehalten hatte, 
aufzufinden, wogegen die früher vorhandene und katalogisirte Correspondenz 
Leibnizens mit Tschirnhausen jetzt verloren gegangen ist. Unter anderen 
interessanten Briefen und Manuscripten hat Herr Gerhardt auch ein merk- 
würdiges Manuscript vom Jahre 1675 gefunden, in welchem Leibniz sich 
bereits des Integralzeichens / bedient, jedoch ohne zu der Function unter dem 
Zeichen das Increment der Variable (das von ihm später so genaimte Diffe- 
i'cntial) hinzuzufügen. Es geht hieraus hervor, dass das Integralzeichen nicht, 
wie man wohl gemeint hat, von dem jüngeren Bernonlli herrührt. Der Titel 
der Abhandlung: „Analysis Tetragonistica ex Centrobaryds" erinnert an die durch 
Betrachtung des Sehwerpimktes von Architnedes gefundene Quadratur der 
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Parabel. Es ist von Iiiteresse, dass, wie die Integralrechnung der Dift'evential- 
reehuLing in der Geschichte vorangegangen ist, so auch Leibniz für jene fifiher, 
als für diese, ein Symbol erfand. 

HeiT Gerhardt hat bei dieser Gelegenheit auch zwei frülier von Leibniz 
besessene Manuscripte gefunden, von denen das eine aus der Mitte des drei- 
zehnten' Jahrhunderts einen Algorismus. enthält, das andere, dessen Inhalt Herr 
Gerhardt nicht näher angiebt, von demselben bis zum Ende des zehnten 
Jahrhunderts hinaufgesetzt wb-d. Herr Jacobi hat nähere Auskunft über 
diese Manuscripte erbeten. Die Schreiben des Herrn Gerhardt an die 
Akademie und an HeiTn Jacobi, nebst dem Anfange des Algorismnsj folgen 
hier unten.*) 

Herr Jncobi erwähnt bei dieser Gelegenheit eines in seinem Besitze be- 
findlichen, von einem unbekannten Autor heiTührenden, alten Älyorismiis, der 
sich durch eine ungewöhnliche Präcision und Klarheit der Darstellung aus- 
zeichnet und der Aufinerksamkeit der Bibhographen, auch des Herrn Morgan, 
welcher bekanntlich den älteren arithmetischen Werken einen besonderen Fleiss 
zugewendet hat, entgangen ist. Diese kleine Schrift, in welcher schon die 
Regeln für die Ausziehimg der Cubikwm'zeln gegeben werden, führt den Titel: 
„Ojmscuhim de praxi numeroTum, quod algorismum vocant" und ist iui Jahi-e 1503 
in der Officin des H. Stephanus gedruckt. Sie findet sich als Anhang zu des 
Judocus Clichtoveus Werke: ^tJ^e ^iraxi numerandi'' , welches mit einem Aus- 
zuge des JacobuB Faber aus Bo6thius Arithmetik, einem populären Oom- 
mentar dazu von demselben Clichtoveus, einem Werke über Geometrie und 
Perspective von Carl Bouillus und einem astronomischen Buche des Jacobus 
Faber zusammen im Jahre 1510 erschienen ist. Der Anfang dieser auf dem 
Titel nicht angegebenen, doch von Chasles nicht übersehenen, Schrift heisst: 
„Omnia, quae a primaeva rerum origine processei'unt, ratione nume- 
rorum formata sunt et, quemadmodum sunt, sie cognosci hahent. Unde in 
^miversa rerum cognitwne ars numerandi est operativa. Hanc igilur scien- 
tiatn numerandi compe^tdiösam philosophus edidit nomine Algorismus, unde 
et Algonsmus nuncupatur vel ars numerandi, vel ars introductona in nu- 
merum." 

Das Werk scheint unter dem Namen; ..Der Algoriswms" weit verbreitet 



*) Die tieiden Selneibea des Herrn Gerhardt sind liier nicht mit abgedruirkt würden. 

45 
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gewesen zu sein, wie die "Worte des Titels: „Opusculum, quod Algorismum vo- 
cant" und die folgenden in dem einleitenden Briefe des Clichtoveus andeuten: 
„Subnectitur in.calce lihellus (quem vulgo Algorismum dicunf) de numerationis 
generibus non inscite (nescio quo autkore) composilus". Man könnte nach dem 
Stile glauben, es sei eine geschickte Uebersetzung aus dem Griechischen. 

Die sonderbare Meinung, Algorismus sei der Name des Erfinders, findet 
man auch in dem Anfange des von Hen-ri Gerhardt iiiifgefun denen Manu- 
scriptes erwähnt. 
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ÜBER DIE PARISER POLYTECHNISCHE SCHULE. 

(Ein Vortrag, goluilleii am Sä, Jlai 1835 in einer ÜffeiUlidien Sitzung ckr physilialiseh-ökonomisehen Gesell- 
schaft zu Königsberg.) 



Als der bekannte Victor Cousin, Staatsrath und Pair, iiri Auftrage dei' 
jetzigen französischen Regierung seine pädagogische Reise durch Deutschland 
machte, uro sich namentlich über das Preussische Schulwesen unterrichten zu 
lassen, erstattete unser Gultusminister, Herr Freiherr von Altenstein Excellenz, 
dem Könige einen Bericht über diese Sendung, dass Herr Cousin hei uns Alles 
sehr gut gefunden habe, eine Anstalt aber, wie die polytechnische Schule in 
Fi-ankreich, vermisse. Der Herr Minister fügte hinzu, dass dieser Mangel sich 
nicht abläugnen lasse, auch immer fühlbarer werde, dass er deshalb seit län- 
gerer Zeit den Plan zu einer solchen Anstalt entworfen, aber wegen der Un- 
gunst der Verhältnisse Anstand genommen habe, auf Bewilligung der nicht un- 
bedeutenden Fonds bei Sr. Majestät anzutragen. Der König antwortete hierauf 
unter dem 29. August 1831: „Ich bin geneigt, die Einrichtung dieses Instituts 
zu befördern, und wenn gleich die gegenwärtigen Verhältnisse die Anweisung 
der erforderlichen Fonds jetzt nicht erlauben, so können Sie doch durch Vol- 
lendung des Planes, mit dessen Entwurf Sie sich bereits beschäftigt haben, die 
Maassregel dergestalt vorbereiten, dass, sobald eine günstigere Zeit die Veinven- 
dung der Einrichtungs- und Unterhaltungskosten gestattet, mit einer definitiven 
Beschlussnahme vorgegangen werden kann". 

Mit der Ausarbeitung eines detaillh'ten Planes wurde in der That vor- 
gegangen. Ein hoher Ministerialbeamter und ein sehr bedeutender Mathematiker, 
der während eines neunjährigen Aufenthalts in Paris das dortige polytechnische 
Schulwesen in der Nähe kennen zu lernen Gelegenheit gehabt hatte, fertigten 
gemeinschaftlieh einen Plan. Ausser den eigentHchen Lehrern sollten sehr viele 
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Repetenten angestellt, die Examinatoren sollten nie ans der Zahl der Lehrei" 
gewählt, sondern vorzugsweise von auswärts genommen werden, das Institut 
sollte ein eigenes Journal herausgeben; die Gesammtkosten waren auf 23000 Thaler 
veranschlagt. 

"Was ist aber die polytechnische Schule, die uns so sehr empfohlen wird, 
eile fast das Einzige sein soll, was unserem so vollkommenen UnteiTichtswesen 
noch mangelt? Erlauben Sie mir, ehrwürdige Versammlung, Sie davon einige 
Augenblicke zu unterhalten. 

Was war das Entstehen der polytechnischen Schule, wie hat sie sich im 
Laufe der Zeit imter den mannigfachsten Umständen fortentwickelt, was sind 
ihre Resultate? 

Am Ende des Jahres 1793 waren fast alle Schulen in Frankreich ge- 
schlossen oder verödet; die Lehrer, grossentheils Geistliche, waren proscribirt; 
die jungen Leute von 18 bis 25 Jahren hatte der Convent zu den Waffen ge- 
rufen, um die Grenzen zu vertheidigen. Von diesem Verfall haben sich die- 
jenigen Schulen in Frankreich, in welchen schöne Wissenschaften und classische 
Litteratur gelehrt werden, kaum wieder erholt. Dagegen ist der Unterricht in 
den sogenannten exacten Wissenschaften in einer früher nie gekannten Art er- 
standen; Kenntnisse, welche früher nur das Eigenthum einiger Wenigen waren, 
bei denen man einen dafür ganz besonders gestimmten Geist voraussetzte, sind 
Gemeingut aller Gebildeten dieses grossen Volkes geworden und durchdringen 
sein Leben nach allen seinen Verzweigungen. Es entsteht eine Schule, in 
welcher Alle, welche sich dem Land- und Wasserbau, dem Hüttenwesen, der 
Artillerie, dem Genie, der Marine widmen, die Weihe einer höheren mathema- 
tischen Vorbildung erhalten, die das Seminar aller Lehrer der Mathematik, 
Physik und Chemie für ganz Frankreich ist, aus der alle Mitglieder der jetzigen 
Akademie der Wissenschaften in diesen Fächern hervorgegangen sind. Hier soll 
diejenige Bildung ertheilt werden, die den Staatsdiener über die gemeine Rou- 
tine erhebt und ihn vor dem Versinken in's Handwerksmässige bewahrt; die 
hier erworbene Einsicht durchdringt die Fabriken und alle Gewerbzweige des 
Handwerkers. Die ersten Gelehrten Europa's, wie sie sich nur in einer Welt- 
hauptstadt vereinigt- finden, stehen ihr vor; es ist eine Schule ohne Vorbild 
und ohne Nachbild in Europa. 

Zu den noch nicht ganz eingegangenen Schulen gehörte die 1748 ge- 
stiftete Kriegsschule zu Mezieres. In dieser weltberühmten Schule wurden die 
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ersten Ingenieure Euvopa's gebildet; sie war jedoch nur zur Anfn;diine von 
zwanzig Zöglingen bestimmt. Die dort gebräuchliche Lehrmethode hatte den 
grossen Yoi-zug eines fast gänzlichen Mangels mündlicher Lehrvorträge. Im 
ersten Jahre des zweijährigen Curaus wurde hauptsächlich das mathematische 
Zeichiien mit seinen Anwendungen auf Steinschnitt, Perspective und Schatten- 
constiiictionen, im zweiten Fortificationszeichnen, Aufnahme von Terrain, Ge- 
bäuden und Mascbhien eingeübt. In diesen Objecten wurde kein eigentlicher 
foi-tlaufender Unterricht ertheilt, sondern der Lehrer war nui' immer gegen- 
wärtig, um die Vorlegeblätter zu erläutern und die Schüler zur eigenen Arbeit 
anzuweisen. . Der ganze mündliche Unterricht in dieser Schule bestand das Jahr 
hindurch in zwölf Stunden Physik und zwanzig Stunden Chemie. Hier bildete 
der später so berühmt gewordene Mathematiker und Freund Napoleon's, 
Gaspard Monge, zuerst die eleganten Methoden der von ihm so genannten 
Geometrie descrvptwe aus, welche er später dem in der polytechnischen Schule 
ertheilten Unten'icbte zu Grunde legte. Denkt man sich eine räumliche Figur 
auf zwei auf einander senkrechte Ebenen projicirt und die eine auf die andere 
umgelegt, so hat man auf einem einzigen Blatte Alles, was zm* Bestimmung 
der Verhältnisse und der Lage der Theile der Figur nöthig ist. Die Zeichnung 
dieser Projectionen auf einem Blatte, wenn die räumliche Figur gegeben ist, 
oder umgekehrt, die Bestimmung der Verhältnisse des räumlichen Gegenstandes 
aus einer solchen Zeichnung ist der Zweck der Geometrie descriptive. Sie hat 
einen rein mathematischen Theil und ei-streckt dann ihre Anwendungen fast auf 
alle Gewerbe und KCinste. In ihrem mathematischen Theile kann sie dazu 
dienen, Solche, die zu abstracten mathematischen Vorstellungen und Beweisen 
weniger Miig oder gebildet sind, auf dem \Vege des praktischen Zeichnens mit 
einer Menge nützlicher mathematischer Wahrheiten vertraut zu machen. Sie 
hat in der ihr von Monge gegebenen Form jetzt den Weg in alle gewerbhchen 
Unterrichtsanstalten Europa's gefunden, aber sie ist in die Bau- und Kriegs- 
schulen noch nicht in dem Maasse, wie es wunschenswerth, eingeführt. Ihre 
Anwendungen auf höhere Theile der Mathematik sind wohl der Pariser poly- 
technischen Schule Eigenthum geblieben. Mit der Geometrie descriptive ging 
von der Schule zu Mezieres auch jene glückliche Methode auf die polytechnische 
Schnie über, bei dem Unterrichte von vorn herein die eigene Thätigkeit des 
Schülers in Anspruch zu nehmen, was aber in einer so umfangreichen Anstalt 
grössere Schwierigkeiten gewährte. 
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Ein Jali!' vor der Gründung der Kriegsschule von M^zieres, im Jahre 1747, 
war von dem bei-fthmten Perronnet in Paris die Bauschule, Ecole des Fonts 
et Chaussees, gestiftet worden. Die Lehrer dieser Schule bestanden nur aus den 
Zöglingen, welche nach vollendetem Oursus die beste Prüfung bestanden hatten; 
durch Einberufung dieser jungen Leute zur Armee war daher diese Schule auf- 
gelöst. Da fasste Perronnet's Nachfolger, Lamhlardie, die erste Idee einer 
CentralschiJle, welche diese und andere eingegangene Schulen ersetzen sollte. 
Da der Staatsdienst die schleunige Ausbildung einer grossen Menge junger Leute 
forderte, und die Einrichtung verschiedener Schulen an verschiedenen orten dem 
Drängen des Augenblicks nicht entsprach, so sollte die eine Schule zu allen 
Staatsdiensten, zu welchen Vorkenntnisse in den exacten Wissenschaften nöthig 
sind, vorl)e]"eiten. Diese Idee theilte er Monge mit, der sie mit seinem ge- 
wohnten Feuereifer ergi-ifi', und der von da an in allen seinen verschiedeneu 
Lebenslagen, abwesend oder gegenwärtig, bis zu seinem Ende durch Lehre oder 
That die wesentlichste Stütze der neuen Anstalt wurde. 

Gaspard Monge, der stille und fleissige Lehrer an der Kriegsschule zu 
Mezieres, wurde unter dem Consulate und dem Kaiserreiche zu grosser "Wirk- 
samkeit und in die nächste Nähe seines Hen-scher« berufen, dem er mit treuer 
Verehrung anhing, nicht ohne den Vorwurf der Inconsequenz auf sich zu laden, 
da er in den Manifestationen republikanischer Gesinnung nicht immer Ueber- 
treibung vermieden hatte. Eine Zeit lang Seeminister, begleitete er dann Napo- 
leon in seinem ersten italienischen Eeldzug und später" durch alle Strapazen 
der fabelhaften ägyptischen Expedition. Wenn er mit den alten Kriegern durch 
die arabischen Wüsten zog, murrten sie oft über den Gelehrten, um dessen 
Grillen, wie sie meinten, sie das Alles erdulden mussten. Ihm, nebst Berthollet. 
hatte Napoleon die ehrenvolle Sendung übertragen, dem Directonum den 
Frieden von Campo Forraio zu überbringen. Monge begleitete Napoleon in 
seinem Wagen auf der Reise von Fr^jus nach Paris, wo der neue Cäsar das 
Directorium stürzte und die Weltheri-schaft, begann. Er hat oft den Zorn des 
Gebieters von seiner geliebten polytechnischen Schule abgewendet , wenn der 
Geist wissenschaftlicher Selbstständigkeit mit den Anordnungen des eisernen 
Herrscherwillens in Conflict gerieth. Bei der ei-sten Rückkehr der Bourbonen 
wurde der greise Monge aus der Akademie gestossen; und obgleich dies bei 
der zweiten Rückkehr wieder gut gemacht wurde, so beschleunigten doch der 
Schmerz um seinen kaiserlieben Freund, die Furcht, seine wissenschaftlichen 
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Schöpfungen vernichtet /at sehen, Angst am seine persönliche Sicherheit 
sein Ende. 

In der Zeit, in welcher wir die erste Idee der polytechnischen Schule 
keimen sehen, hatte sich in der Nähe des Wohlfahrtsausschusses ein stehender 
Gelehrtenverein gebildet, welcher durch das Organ dieses gefilrchteten Aus- 
schusses eine Menge heilbringender Beschlüsse veranlasste. In diesem Vereine 
zeichnete sich Monge vor allen Anderen durch seinen Eifer aus und wusste 
durch seine Persönlichkeit bei den Häuptera der Regierung ein gr'osses Ansehen 
zu gewinnen. Seine neuen Ideen fanden vorzugsweise bei zwei Mitgliedern des 
Wohlfahrtsausschusses willkommenen Anklang, bei Carnot, Monge's ehemaligem 
Schüler von Mezieres her, und bei einem anderen seiner Schüler, dem bekannten 
Priem- von der Goldküste; beide strenge Republikaner, was erforderlieh war, 
um bei der Schreckensregierung etwas durchzusetzen. Man konnte von Carnot, 
dem berühmten Kriegsbaumeister, dem einsichtsvollen Staatsmann, dem genialen 
Mathematiker, der sich durch seine Geometrie der Lage, seine Theorie der 
Transversalen und durch ein neues mechanisches Princip bleibende Verdienste 
um die Wissenschaft erworben hat, wohl eine würdige Auffassung der Ideen 
seines Lehrers erwarten. Auch in Prieur hat die polytechnische Schule durch 
alle Wechsel der Revolution einen eifngen Fürsprecher gefunden. 

Ein Hinderniss, welches vielleicht hingereicht hätte, die polytechnische 
Schule im Keime zu ersticken, waren die verschiedenen Ministerien, von welchen 
die Staatsdienste, zu denen die Anstalt vorbereiten sollte, ressortirten. Von 
den drei Ministerien des UnteiTichts, des Inneren und des Kriegs war ein ver- 
eintes Zusammenwirken zu einem gemeinschaftlichen Zwecke nicht ohne grosse 
Schwierigkeiten zu erwarten. Es traf sich daher für die beabsichtigte Unter- 
nehmung glückhch, dass gerade damals der Convent eine besondere Commission 
für die Öffentlichen Arbeiten verordnete. Unter dieser etwas unbestimmten Be- 
nennung wurden Brücken und Chausseen, Landstrassen und Canäle, hydrau- 
lische und Austrocknungswerke, Fortifications- und Hafenarbeiten, Anstalten zur 
Küsten vertheidigung, Errichtung von National-Denkmälern und Gebäuden, Auf- 
nahme von Plänen u. s. w. inbegriffen, und nur Waffenfabriken, Bergwerke und 
vorläufig Schiffsbau ausgenommen. Man liest nicht ohne Interesse die Motive, 
mit denen der Wohlfahrtsausschuss eine so merkwürdige Maassregel, die z, B. 
die Fortificationsarbeiten dem Kriegsdepartement, die Häfen dem Seeministerium 
entzog, begründet. In seinem Bericht darüber an den Convent lieisst es; 
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^Die versciiie(5eneTi zui- Land-, Wasser- und Kriegsbaakuiist gehörigen 
Arbeiten beruhen alle auf denselben Grundsätzen, sie hängen alle von denselben 
Theorien ab und verlangen alle dieselben Vorstudien. Aber das mit diesen 
Arbeiten beauftragte Personal bildet drei verschiedene und einander gänzlich 
fremde Körperschaften: und die sie beaufsichtigende Verwaltung ist in so viele 
Theile zerstückelt, als es Ministerien giebt; ihre Operationen kreuzen sich und 
rivalisiren mit einander. Die Folgen hiervon sind vermehrter Kostenaufwand, 
schlechte Ausführung, Rückschritte aller Art, wodurch die auf unbestimmte 
und jeder partiellen Verwaltung eigenthümliche Principien basirte Technik 
stufenweise einem gänzlichen Verfall entgegengeht." 

In dem hierüber unter dem 11. März 1794 erlassenen Gresetze befindet 
sich die erste officielle Erwähnung der polytechnischen Schule. Es heisst näm- 
lich darin: 

„Die Comraission solle sich mit Einrichtung einer Centralschule für die 
öffentlichen Arbeiten und tnit der Modalität der erforderlichen Prüfungen be- 
schäftigen." 

Auf diese wenigen AVorte hin wurde von der Coramission muthig die 
Einrichtung der polytechnischen Schule unternommen. Sie ging mit einem bei- 
spiellosen Eifer frisch an's Werk und nach einem halben Jahre war trotz un- 
säglicher, unüberwindlich scheinender Schwierigkeiten bereits Alles zur Eröffnung 
der Schule vorbereitet. Es kam nun auf die Genehmigung des entworfenen 
Organisationspianes von Seiten des Gonvents an. Der berühmte Chemiker 
Fourcroy wurde ausgewählt, den Gesetzentwurf mit einem ausführlichen 
Bericht dein Gonvent zu überreichen. 

Die Fourcroy gestellte Aufgabe war keine leichte, er befand sieh hi 
nicht geringer Verlegenheit und in einer schlimmen Lage. Er sollte zu einer 
Zeit gänzlicher Auflösung aller Finanzverhältnisse, w^o es in Wirklichkeit kaum 
noch baares Geld in Frankreich gab, die Einrichtung eines so überaus kost- 
spieligen Instituts dem Nationalconvent empfehlen und seine Billigung erlangen. 
Können wir Ihn tadeln, wenn er seine Motive nach den Zeiten und Umständen 
wählte? Eobespierre sah Frankreich von zehn feindlichen Armeen bedroht 
und fand das Mittel zu seiner Befreiung in der Aushebung von einer Million 
Soldaten. Diese waren bei gänzlicher Leere des Staatsschatzes zu nähren, einzii- 
eserciren und an die Grenze zu schicken. Er machte das grossartige Exempel, 
so und so viel kosten würde, und dass das Vermögen aller 
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Bürger Fratikreich's hierzu ausreiche. Durch diese suinmamohe Art, die Hin- 
dernisse zLi überwinden, errettete er sein Land. Aber wie die völkerver- 
derbende Feuermaschine am Ende der Bahn, wenn sie ungehemmt bleibt, sich 
in den Boden einwühlt, ■\\'üthete diese Energie, die ihre volle Kraft nicht inehi- 
nach Aussen anwenden konnte, gegen den Busen des eigenen Volkes und ver- 
spritzte sein Blut. Da ereilte ihn am 9'^" Thermidor sein Schicksal. Alles ju- 
belte siegestrunken und fluchte auf den gefallenen Tyrannen. Was er gewollt, 
war verhasst, und nur das war gut, was er angefeindet. „Der Wohlfahrts- 
ausschuss habe die actenmässigen Beweise", beginnt Fourcroy seinen Bericht, 
„was Robespierre am meisten gehasst, was er am blutdürstigsten verfolgt 
hätte, wären die Wissenschaften gewesen ; er habe eine förmliche Verschwörung 
gegen die menschliche Vernunft organisirt und sei mit nichts Geringerem um- 
gegangen, als Wissenschaft und Kunst auf der Erde auszurotten. Und welchen 
Nutzen doch gewährten diese fttr die Soldaten der Republik? Sie lehrten Waffen, 
Salpeter und Pulver anfertigen, aus den Glocken Kanonen giessen, Luftballons 
aufschicken, um die Stellung der feindlichen Heere zu recognosciren, Telegraphen 
bauen, Leder für die Soldaten in acht Tagen machen, die Truppen zweck- 
mässiger verproviantiren, ja man würde ganz neue Vertheidigungsmittel erfinden, 
um die Feinde der Republik abzuwehren." 

Nach dieser sonderbaren Apologie der Wissenschaften geht er in die 
nähere Auseinandei-^etzung des für die neu zu errichtende ünterriclitsanstalt 
entworfenen Planes über, welcher ohne Widerspruch angenommen und im Sep- 
tember 1794 zum Gesetz erhoben wird. Rasch geht man an die Ausführung. 
Die Prüfungen zur Aufnahme der Zöglinge werden gleichzeitig in- zweiund- 
zwanzig Städten Frankreich's eröffnet. Dass man zur Aufnahme Präfungen 
forderte und nicht die Zöglinge, wie die Conscribirten, nach einer gleichen Ver- 
theUung aushob, bedurfte in Foureroy's Bericht einer besonderen Entschul- 
digung, denn dies schien die Aristokratie der Kenntnisse zu begünstigen und 
dem Princip republikanischer Gleichheit entgegen. Die wissenschaftliche Prü- 
fung wurde fast nur bei Gelegenheit einer anderen eingeschwärzt, worin man 
sich auswies, dass man Freiheit imd Gleichheit hebe und die Tyrannen hasse; 
damit nicht etwa, wie es hiess, das Talent sich an die Stelle der Tugend drängen 
könne. Das Alter der Aufzunehmenden wurde auf sechzehn bis zwanzig Jahi'e 
festgesetzt, wie es noch jetzt ist, ihre Zahl auf dreihundertfünfzig bis vier- 
hundert. Die Zöglinge wurden als bereits im Staatsdienst stehend betrachtet 
vir. 4G 
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und sollten deshalb einen jährlichen Gehalt von 1200 Francs ei-halten, was 
nach dem damaligen Curse der Assignaten etwa 100 Thalei" unseres Geldes 
betrug. Sie sollten in Paris bei guten und durch ihren Patriotismus bekannten 
Bürgern untergebracht werden, die für ihre moralische Auffilhrung einstehen 
mussten. Zu Gunsten der Anstalt wurde das im April desselben Jahres er- 
lassene Gesetz, dass kein Sohn eines Altiideligen Paris betreten dürfe, zu- 
rückgenommen. 

Die Zeit des Unterrichts sollte drei Jahre umfassen, denen drei Classen 
entsprachen. Die mathematische Analysis wurde hauptsächlich nur in ihren 
Anwendungen gelehrt. Diese betrafen im ersten Jahre die analytische Geo- 
metrie von drei Dimensionen, im zweiten die Mechanik fester und flüssiger 
Körper, im dritten die Maschinenlehre. Die Geometrie descnptive wurde im 
ersten Jahre auf Stereotomie, im zweiten auf Architektur, im dritten auf For- 
tification angewendet. In der Chemie wurden die Salze im ersten, die orga- 
nischen Substanzen im zweiten, die Mineralien im dritten Jahre behandelt. In 
der Physik wurde jedes Jahr derselbe Cursus wiederholt. Ausserdem fanden 
noch die ganze Zeit hindurch fortlaufende Hebungen im ft-eien Handzeichnen 
statt. Der Ciirsus über Stereotomie umfasste Steinsehnitt, Holzconstructionen, 
die Lehre von dem Schatten, der Linear- und Luftperspective, Aufnahme von 
Kart-en und Plänen, Nivellement, die einfachen und hauptsächlichsten zusammen- 
gesetzten Maschinen. Unter Architektur, was der Cursus des zweiten Jahres 
war, verstand man die Anlegung und Unterhaltung von Chausseen, Brücken, 
Canälen und Häfen, Bergbau, schöne Baukunst und dergleichen mehr. Der 
Cursus über Physik betraf die allgemeinen Eigenschaften der Körper in den 
drei Aggregatzuständen, die Lehre von der Wärme, vom Licht, von der Elek- 
tricität, vom Magnetismus, Meteorologie, Hygrometrie, den allgemeinen Theil der 
Chemie u. s. w. Das freie Handzeichnen wurde sowohl nach Modellen, als 
nach der Natur geübt. 

Nach dem Vorbilde der Kriegsschule von Mezieres nahmen die münd- 
lichen Vorträge nur einen kleinen Theil der Zeit ein; in der übrigen wurden 
die Schüler in den Studiensälen unter Aufsicht ihrer Lehrer mit eigenen Ar- 
beiten beschäftigt. Hier war der Schauplatz von Monge's grösster Thätig- 
keit; überall sah man ihn rathen, helfen, anleiten, Alles durch seinen Eifer an- 
feuern. Die von den Schülern in einem Jahre angefertigten geometrischen 
Zeichnungen übertreffen durch ihre Zahl und Schwierigkeit jede Vorstelknig. 
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Man kami diese Leistungen, zu welchen die Zeit kaum auszureichen schiene, 
wenn die Zeit der Zöglinge durch gar keine andere Thätigkeit in Anspruch ge- 
nommen wäre, nur dm'ch die Anfeuerung erklären, welche das Beispiel giebt. 
Im Jahre 1829 hatte icli durch die Gefälligkeit des damaligen Studiendirectors, 
Herrn Binet, Gelegenheit, diese Zeichnungen selbst in Augenschein zu nehmen, 
die ich nicht ohne Verwunderung betrachten konnte, sowie die mancherlei Mo- 
delle in Gips und Holz, welche die Zöglinge selbst ausführen müssen. Um 
einen Begriff von dem Umfange der Anstalt und dem Eeichthum ihrer Mittel 
zu geben, erwähne ich, dass, um die wichtigsten chemkchen Analysen und Prä- 
parate von den Zöglingen selbst machen zu lassen, damals 75 kleinere chemische 
Küchen eingerichtet waren. Mit religiöser Ehrfurcht zeigte man neben diesen 
die grösseren Laboratorien, in welchen die Meister ihre berühmten Entdeckungen 
gemacht, insbesondere dasjenige, wo Gay-Lussac und Humboldt gemeinsam 
mehrere Jahre gearbeitet. 

In dem Studienplan des ersten Jahres nach der Gründung nahm die 
Mathematik mit ihren Anwendungen nur den zwölften Theil der Thätigkeit in 
Ansprach, während auf freies Handzeichnen der sechste, auf Physik und 
Chemie dei- vierte Theil, auf Geometrie descriptive die Hälfte kam. Diese Ver- 
theilung war noch eine Folge des ersten andrängenden praktischen Bedürfnisses, 
unter dessen Auspicien die Schule in's Leben getreten war; später erhielt die 
Mathematik einen grösseren Antheil. Die ersten Lehrer waren Lagrange und 
Prony in Mathematik und Mechanik, Monge in der Stereotomie, Hassen- 
fratz in der Physik, Fourcroy und Vauquelin, Berthollet und Chaptal 
in der Chemie. Eine ausdrückliche Bestimmung verordnete, dass die Schule 
mit allen Entdeckungen in Physik und Chemie gleichen Schritt lialten, und das 
physikalische Cabinet mit allen neuen Apparaten versehen werden sollte. 

Um die Schule gleich von vornherein mit allen drei Classen beginnen 
lassen zu können, wurde für die Aufgenommenen ein sogenannter revolutionärer 
CuTSUS von drei Monaten angeordnet, nach dessen Beendigung sie, ihren Fähig- 
keiten gemäss, in drei Classen vertheilt wurden. Die Ausgezeichneteren be- 
kamen noch besonderen Unterricht, um ihrerseits den übrigen nachhelfen zu 
können. Sie führten den Namen Brigadechefs -und hatten eine Art Aufsicht 
über ihre Mitschüler. Es waren ihrer fünfundzwanzig, und man findet unter 
ihnen Malus, Biot und andere weit berühmt gewordene Namen. 

Man kann sich leicht den grossen Kostenaufwand denken, den die erste 

46' 
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Einrichtung einer solchen Anstalt machen musste. Die Commission für Handel 
und Proviant muss auf Befehl des Wohlfahrtsausschusses zur Einrichtung der 
chemischen Laboratorien ohne Aufschub 6000 Pfund Kupfer, 2000 Pfund Zinn, 
18000 Pfund Blei, zwei Fässer Pottasche, 300 Pfund Salpeter, 200 Srigefeilen 
und eine ungeheure Menge Eisen liefern, ferner zur Feuerung 180 Fuhren Holz und 
Steinkohlen, zur Erleuchtung 20000 Pfund Oel u. s. w. Einiges können schon 
die siegreichen Heere der Republik schicken; aus Belgien werden der Schule 
100 Pfund Alaun, aus der Pfalz werden über 12000 Pfund Quecksilber nach 
Paris geschickt, wovon 2000 Pfund die polytechnische Schule erhält. Ein phy- 
sikalkches und ein mineralogisches Cabinet, eine Modellsammlung, eine Biblio- 
thek, die zum Copiren nöthigen Zeichnungen, Gemälde, Gipsabgüsse werden 
aus dem Staatseigenthum zusammengebracht, d. i. aus dem ehemaligen Eigen- 
thum der Krone, der Geistlichkeit, der Akademie und aus Allem, was in der 
Revolution confiscirt war und sich noch unter dem Staatssiegel befand. Da es 
an allem Gelde fehlte, so musste den Arbeitern und Werkleuten alles Material, 
das Handwerkzeug, die Lebensmittel, Licht und Feuerung in natura geliefert 
werden. So trat mitten unter all' diesen Hindernissen die Pariser polytech- 
nische Schule in's Leben. 

Zur Beaufsichtigung der Schule wurde aus dem Lehr- und Verwaltungs- 
personal ein Rath gebildet, dem unter Anderem auch anempfohlen wurde, die 
Wissenschaft weiter zu fördern. Der Rath benutzte dies, um eine Art kleine 
Akademie zu bilden, an deren Versammlungen er auch andere Gelehrte theil- 
nehmen Hess. Dies war um so wichtiger, da der Convent kura vorher alle 
Akademien, als dem Princip der Gleichheit entgegenstehende, privilegirte Körper- 
schaften, aufgehoben hatte. Der Druck der Arbeiten dieses Rathes wurde 
ebenfalls angeordnet, und so entstand das berühmte Journal der polytechnischen 
Schule. Man findet in seinen ersten Bänden die lehn-eichen Unterrichtspi'O- 
gramme, welche die Lehrer von jedem Cureus publieiren mussten, sowie die 
bei den feierlichen Eröffnungssitzungen gehaltenen Reden, auch viele merkwür- 
dige, auf die polytechnische Schule bezügliche Actenstücke. In diesem Journal 
findet sich auch die berühmte Theorie der Functionen von Lagrange, die er 
an der polytechnischen Schule gelehrt hat, und seine ebenfalls dort über die 
Functionenrechnung gehaltenen Vorlesungen, auch die weniger bekannten über- 
sichthchen Vorträge, die Laplace und Lagrange in der Vorbereitungsschule 
über das Gesammtgebiet der Mathematik, von den ersten Elementen an, gehalten 
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haben. Es war eine eigene Erscheinung, Alles, was Pai'is von ausgezeichneten 
Matliematikern enthielt, zusammenströmen zu sehen, um aus dem Munde dieser 
Männer die ersten Elementai'lehren der Wissenschaft zu vernehmen. Dieses 
Journal wurde in grosser Menge, oft in 6 — 700 Exemplaren, gratis vertheilt. 
Später schloss sich an das Journal der polytechnischen Schule noch eine an- 
dere interessante Zeitschrift an, die von Hachette herausgegebene Correspon- 
dance sur VEcole Polytechnique, die ausser interessanten wissenschaftlichen Ar- 
beiten der ehemaligen Zöglinge auch alle Dokumente, welche sich auf die 
Geschichte der Schule selbst beziehen, enthielt. Es sind davon von 1804—1816, 
wo diese Zeitschrift einging, achtzehn Hefte in drei Bänden ereohienen. 

In den ersten Jahren war die polytechnische Schule mancherlei Noth 
und Gefahren ausgesetzt, die oft ihi'e Existenz bedrohten. Da die Assignaten 
und späteren Mandaten keinen Werth mehi- hatten, litten die Schüler oft Hunger, 
und fast ein Drittel derselben musste sich schon im ersten Jahre aus Mangel 
an Subsistenzmitteln zurückziehen. Das Directorium, das dem Convent gefolgt 
war, verbot alle anderen Naturallieferungen, als an die Armee, und so mussten 
einmal die Lehrer die Anstalt während ganzer zehn Tage aus ihi-er Tasche 
unterhalten, bis sie es bei der Regierung durchsetzten, dass die Zöglinge als 
Soldaten im activen Dienst angesehen wurden und als solche den Militärservice 
bekamen. Hierzu rechne man fortwährende Strassentumulte, den beschwerlichen 
Dienst in der Nationalgarde, der ihnen nicht geschenkt wurde. Während sie 
einerseits die wieder auftauchenden Jacobiner bekämpfen helfen sollen, wird 
andererseite deni Directorium ihr Patriotismus verdächtig; das Gerücht vei'- 
breitet die schreckliche Anklage, die Aristokratie hätte sich in die Schule ge- 
flüchtet. Bei einer vorgenommenen Reinigung muss man Mehrere relegiren, 
weil sie den Eid gegen das Königthum verweigern. Um den Patriotismus der 
Schule zu zeigen, wird in einer feierlichen Ceremonie nach gehaltenen Prunk- 
reden ein Freiheitsbaum, eine Athenische Pappel, auf dem Hofe der Schule ge- 
pflanzt und eine dreifarbige Fahne darauf gesteckt; alle ausgezeichneten Per- 
sonen von Paris, vinter denen man die Genei-ale Desaix und Caffarelli sah, 
hatten sich zu dieser Feier eingefunden, nur nicht Bonaparte, der damals 
vermied, sich öffentlich zu zeigen. 

Schon im zweiten Jahre ihres Bestehens erfuhr die polytechnische 
Schule eine wesentliche Reform, welche ihren ursprünglichen und damals noth- 
wendigen Zweck, zugleich auch alle Anwendungsschiden zu ersetzen, abänderte. 
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Diese Schulen wai-en nämlich inzwischen wieder hergestellt worden, und ein 
ausdrücklicher Befehl des Dii-ectorimiis (der zwar von dem Rathe der Fünflmn- 
dert nicht bestätigt -wurde) verbot mitten in einem Schuljalire der polytechnischen 
Schule den Unterricht in allen Gegenständen, die auf die specieUen Anwendungs- 
schulen gehörten. Auch wurde für die Folge die Schulzeit auf zwei Jahre ver- 
kürzt, wie sie noch jetzt ist. Da jetzt die Ffiraorge der Regierung getheilt 
war, so wurden die Fonds der Anstalt vei'kürzt, sie musste eine Menge Lehr- 
material wieder herausgeben, und viele ihrer Lehrer wurden verabschiedet. 
Auch zog die Wiedereröffnung der Akademie der Wissenschaften unter dem 
Namen des Nationalinstituts das Literesse von den wissenschaftlichen Leistungen 
der Schule ab. 

Die hauptsächlichsten Anwendungsschulen (Ecoles d'apjjUcatiou), wie sie 
noch jetzt in Frankreich bestehen, sind ihrer Art nach vier: Die Bauschulen 
(Ecoles des Fonts et Chuussees), die Bergbauschuleii (Ecoles des mines), die Inge- 
nieurschulen und ArtillerieschTjlen. Es giebt auch noch eine Ecole des poudres 
ei salpetres und mehrere andei-e. Li diese verschiedenen Schulen gehen die 
Zöglinge der polytechnischen Schule, je nach dem verschiedenen Berufe, den sie 
ergreifen, über. Doch häng-t die Wahl dieses Berufes nicht von ihrem Willen, 
sondern von dem Ejgebniss der Pilifung ab, welche der Zögling beim Abgange 
von der polytechnischen Schule zu bestehen hat, in der Art, dass der, welcher 
das beste Zeugniss erhält, sich dem Baufache widmen darf, wer das zweite 
Zeugniss erhält, dem Bergbau, wer das dritte erhält, dem Genie und das vierte 
der Artillerie. Denn in Frankreich wird das Militär in Friedenszeiten schlecht 
gehalten und erhält nur, wenn es auf dem Krie^fuss ist, eine reicWiche Löhnung 
Lind Versorgung. Der Civildienst wird daher dort in der Regel vorgezogen. 
Die Wahl unter den vier angegebenen Garriären, welche der Zögling der poly- 
technischen Schule einschlagen kann, hängt daher nur insofern von seiner 
Neigung ab, als er, wenn er das höhere Zeugniss erlangt hat, auch den Beruf 
erwählen darf, zu welchem schon ein niedrigeres Zeugniss befehigt, aber es 
wird ihm auf keine Weise gestattet, eine nur mit einem höheren Zeugniss zu- 
gängliche Laufbahn zu verfolgen. Bei diesem Einflijss der Prüfung auf das 
ganze zukünftige Geschick des Zöglings ist es von doppelter Wichtigkeit, das 
Zeugniss nach einer festen Norm zu bestimmen. Man hat hierzu den Modus 
gewählt, der auch bei den Marineschulen in Dänemark und an anderen Orten 
Eingang gefunden, jeilem Zöglinge eine gleiche Anzahl gleich schwerer Fragen 
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vorzulegen; für die ganz genügende Antwort eine bestimuite Zahl, 20, festzu- 
setzen, und im Verhältniss, je nachdem die Antwort weniger befriedigend aus- 
fällt, ihren AVerth durch eine geringere Zahl anzuzeigen und schliesshch alle 
diese Zahlen, welche den Werth der in allen Fächern, in welchen geprüft worden, 
ertheilten einzelnen Antworten angeben, zu suminiren. Die so erhaltene eine 
Zalil bestimmt dann die Nummer des Zeugnisses, und mithin den Beruf und das 
Schicksal des Zöglings. Man sieht, dass dieses Mittel sehr unvollkommen ist, 
aber es wäre unter den erwähnten Umständen schwer, es durch ein anderes 
zLi ersetzen. Die Zahl der Zöglinge beträgt jetzt dreihundert, wovon jedes 
Jahr die eine Hälfte abgeht, und die andere Hälfte aus der zweiten Classe in 
die erste rückt; wer nicht in die höhere Olasse versetzt werden kann, wird von 
der Schule zurückgeschickt. Zur Aufnahme sind ebenfalls schwierige Pi'üfungen 
erforderlich, und es kann hierbei eine strenge Aaswahl stattfinden, da sich jähr- 
lich zur Aufnahme dazu über Vierhundert melden, von denen nur die hundert- 
fünfzig Besten zugelassen werden, nach Maassgabe der auf die angegebene Art die 
Totalsumme der vorhandenen Kenntnisse repräsentirenden Zahlen. Die Exa- 
minatoren dürfen keine Lehrer sein. Die Prüfung wird mit jedem Einzelnen 
besonders angestellt, so dass der Examinator hundert und fünfzig Mal iiiuner 
dieselben Gregenstände zu prüfen bat. 

Diese Prüfungen sind daher für die damit Beauftragten eine sehr be- 
schwerliehe Arbeit. Freilich bietet dafür ein solches Amt allein, welches doch 
in der Kegel mit vielen anderen vei'bunden ist, eine unseren höchsten Besol- 
dungen von Gelehrten gleichkommende Entschädigung. Ich war öfters bei den 
Abgangsprüfungen in der Mathematik, welche Poisson abhielt, zugegen; da 
ich hierbei mich mit dem Examinator und Examinanden ganz allein befand, so 
hatte ich gute Gelegenheit, mich über das, was in der Mathematik in der Schule 
geleistet wurde, zu unterrichten. Diese Abgangsprüfung in der Mathematik be- 
schäftigte Poisson einen Monat lang täglich neun Stunden. 

Den Glanz, den die polytechnische Schule durch ihre Lehrer und die 
Leistungen ihrer Schüler auf ganz Frankreich warf, hielt sie durch alle Stürme 
der Zeit hoch aufrecht, indem die Nationalehre bei ilirer Erhaltung betheiligt 
war. Bald erwähnte man sie auf der Tribüne der legislativen Gewalt oder in 
öffentlichen Dokumenten nicht, ohne sie die erste Schule der Welt, den Neid 
Europa's, ein Institut ohne Nebenbuhler und Vorbild zu nennen. In einem mit 
der Schweiz abgeschlossenen Tractat wird die Aufnahme einer bestimmten An- 
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zahl Schweizer ausdrücklich stipulirt. Bouaparte besuchte sie oft, wohnte 
den Lehrvorträgen bei und beschenkte sie. Nennunddreissig ihrer Zöglinge 
nahmen an seiner ägj'ptischen Expedition theil, von denen acht blieben. 

Der Notlistand Fi'ankreich's während Bonap arte's Abwesenheit in 
Aegypten hatte auch auf die polytechnische Schule einen sehr nachtheiligen 
Einfluss. Bei seiner Rückkehr erhellte sich ihre Zukunft; mit ihm kamen 
Monge, BerthoUet und der IS"* Brumaire, und die Regierung bekam einen 
festen und sicheren Gang. Laplace, der Examinator in der Mathematik war, 
wozu später Legendre gewählt wurde, erhielt eine Zeit lang das Ministerium 
des Inneren , unter dem die Schule stand. Später wurden er und andere 
Lehrer der Schule, Monge, BerthoUet, Lagrange, zu Senatoren erhoben, 
womit eine grosse Dotation verbunden war, in welcher Qualität sie nichts 
desto weniger ihren Unterricht wenigstens theilweise fortsetzten. Die drei 
Letzteren wurden später in den Grafenstand erhoben und konnten in ihrer an- 
gesehenen Stellung der Schule, an der sie gelehrt, desto kräftigeren Schutz 
verleihen. 

Im Jahre 1805 erfolgten zwei grosse Maassregeln. Statt des Militär- 
soldes und anderer bisher bezogenen Emolumente musste, mit Ausnahme von 
etwa fünfzig Freistellen, jeder Schüler eine Pension von 800 Francs bezahlen, 
die unter der Restauration auf 1000 Francs erhöht wurde. Trotz dieser Be- 
stimmungen hat sich die Zahl derjenigen, welche sich zur Aufnahme meldeten, 
eher vennehrt, als vermmdert. Ferner wurden die Schtiler sämintlich easernirt 
und ganz auf militärischen Fuss gesetzt. Sie erhielten den Grad eines Ser- 
geanten der Artillerie, den sie jetzt noch haben, wurden in den Erholungs- 
stunden in militärischen Evolutionen geübt und bekamen eine Fahne mit der 
Inschrift: „Für das Vaterland, die Wissenschaften und den Ruhm (pour la patrte, 
les Sciences et la gloire)^ . Eine Unifonn hatten sie schon früher erhalten. 

Die unaufhörlichen Feldzüge Napoleon's entvölkerten auch die poly- 
technische Schule. Sie war nicht im Stande, seinen unausgesetzten Forderungen 
zu genügen, da er in manchem Jahre über hundert Artillerie- und Ingenieur- 
officiere verlangte. Oft mussten die zum Militärdienst bestimmten Schüler 
nach nur halb vollendetem Cursus zu den Kriegsdepots abgehen. Endlich ei'- 
liess Napoleon den von der Nothwendigkeit dictirten Befehl, dass kein Schüler 
eher in einen Oivildienst übergehen dürfe, ehe nicht die Bedürfnisse der Armee 
an Artillerie- und Ingenieuro ffi eieren s-ollständig befriedigt wären, und bald <\i\.r- 
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auf den noch härteren, der aber nur zwei Jahre lang zur Ausführung kam, dass 
Keiner in die Schule aufgenommen werden sollte, der nicht seiner körperlichen 
Beschaffenheit nach zum Militärdienst tauglich sei. Dies Alles konnte nicht 
verfehlen, sehr nachtheilig auf die Schüler zurückzuwirken, da sie unter allen 
Umständen einer Anstellung gewiss waren. Als das Waffenglück des Kaisers 
umschlug, und die verbündeten Heere Über den Rhein gingen, baten die Schüler 
um die Erlaubniss, in Masse eintreten zu dürfen, um das Vaterland zu verthei- 
digen. Napoleon soll damals geantwortet haben, soweit sei es noch nicht mit 
ihm gekommen, dass er seine Henne tödten müsste, die ihm die Goldeier lege. 
Aber bald verlangte er selbst Schüler zu G-ardeofficieren and Hess sich nur mit 
Mühe davon abbi-ingen, als man ihm vorstellte, die dreihundert Zöglinge der poly- 
technischen Schule könnten bei einem etwaigen Volksaufstande zum Schutze der 
Kaiserin und seines Sohnes dienen, wozu man um sechs Kanonen für sie bat. 
Napoleon befahl darauf die Bildung von zwölf Artilleriecompagnien; sechs 
sollten aus den Invaliden des Spitals, denen allen ein Arm oder ein Bein fehlte, 
drei aus den Studenten der Rechte und der Medicin und drei von den poly- 
technischen Schülern gebildet werden. Die Studenten zeigten sich aber so un- 
geschickt, dass man sie nach der ersten Revue entlassen musste. Die Zöglinge 
der polytechnischen Schule dagegen übten sich Tag und Nacht in der Bedienung 
der zwölf Geschütze, die auf dem Schulhofe aufgefahren wurden. Als die Gefahr 
näher kam, Hessen sie die Invaliden bei den Positionsgeschützen an den Bar- 
rieren und bildeten sich zu einer mobilen Reserve von 28 Feuerschlünden, 
womit sie am 30"° März 1814 auf dem Wege nach Vincennes postirt waren 
und unter der Deckung einer kleinen Zahl Gendarmen die linke Flanke der 
Verbündeten beschossen, auch ein lebhaftes Scharmützel mit einigen Schwa- 
dronen Kosacken bestanden. Um elf Uhr Abends bekamen sie den Befehl, nach 
Fontainebleau abzumarschiren. Aber die Meisten von ihnen waren nach den An- 
strengungen der vorhergehenden Tage zu erschöpft, um noch einen angestrengten 
Nachtmarsch auszuhalten, und zerstreuten sich in Paris. Nur ein Sechstel folgte 
der Bewegung der Garde nach Fontainebleau, von wo sie nach Orleans und 
dann nach Blois geschickt wurden. Auch in dieser drangvollen Zeit wachte 
die Direetion der Schule sorgsam über ihrer Erhaltung. Die Schüler wurden 
ungesäumt wieder einberufen, imd schon am 18"° April konnte mit mehr als 
zweihundert Schülern der regelmässige Cursus wieder eröffnet werden. 

Der Kaiser Alexander, der schon früher, im Jahre 1809, mehrere aus- 
vii. 47 
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gezeichnete Zöglinge der Schule in seine Dienste genommen und ihnen die 
ehrenvollsten Functionen ühertragen hatte, bewies sich sehr gnädig gegen die 
Schule. Auch die Grossfürsten Constantin und Michael, sowie der Kaiser 
Nicolaus, beehrten sie mit ihrem Besuche. Nachdem die Ruhe der Schule, 
sowie Europa's, durch Napoleon's Rückkehr von Elba noch einmal gestört 
worden, Ludwig XVIII. sie bei seiner zweiten Rücklfehr wegen eingerissener 
Insubordination aufzulösen für gut fand, um sie bald wieder neu zu organisiren, 
genoss sie das Glück einer ruhigen, ungestörten Fortentwickelung. Der Herzog 
von Angouleme wurde ihr Protector und hat sie bei ihr drohenden Gefahren 
stets in warmen Schutz genommen. Der Unterricht wurde immer mehr von den 
speciellen Anwendungen befreit und erhielt eine mehr wissenschaftliche Richtung. 
Man hatte schon in der letzten Zeit einige Kenntnisse im Lateinischen, das 
Uebersetzen eines leichten prosaischen Autors, gewöhnlich Cicero's officia, unter 
die Forderungen zur Aufnahme stellen können, was fi-üher nicht möglich war, 
da in der Revolution jeder dänische Untemcht aufgehört hatte. Napoleon 
hatte auch, wiewohl nicht ohne einigen Anstand, einen Cursus der Litteratur 
bewilligt, der jetzt grössere Ausdehnung erhielt. 

Die Schule hatte sich schon die ausgezeichnetsten Talente herangezogen; 
ihre ehemaligen Zöglinge, Namen, die Jedermann kennt, Malus, Th^nard, 
Gay-Lussac, Poisson, Poinsot, Dulong, Petit, Arago, Fresnel, 
Cauchy, Dumas, wurden nach und nach an ihr Lehrer. Es wurde von jeher 
darauf gehalten, dass die ausgezeichneteren Lehrer ihre Vorträge zum besseren 
Nutzen der Schüler drucken Hessen, und so ist eine Reihe von "Werken, wie 
Lagrange 's Functionentheorie und Functionenrechnung, Berthollet' s che- 
mische Statik, Lanz und B^tancourt's Maschinenlehre, Puissant's Geodäsie, 
Poinsot's Statik, Thönard's Chemie, Laplace's Exposition du Systeme du 
monde, Lacroix's, Francoeur's, Cauchy' s Lehrbücher der Algebra und 
Infinitesimalrechnung, u. s. w. entstanden, welche uns das beste Urtheil über 
die Höhe, bis zu welcher der Unterricht in dieser Anstalt getrieben wurde, fällen 
lassen, und diese Lehrbücher haben zugleich die Früchte des dort gegebenen 
Unterrichts über ganz Europa verbreitet. 
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Allerdurchlauchtigster König, 
Grossmächti^ter König und Herr! 

Eurer Königlichen Majestät gefeierter Urgrossoheim hat während 
seiner Regierung die Hauptstadt Preussens zu einem Mittelpunkt der mathema- 
tischen Welt gemacht. Sogleich nach seiner Thronbesteigung berief er die Heroen 
der Mathematik an die erneuerte Akademie der "Wissenschaften; von Basel Jo- 
hann Bernoulli nebst seinen drei Söhnen, Euler von Petersburg, später 
Lagrange von Turin. Die ersten Mathematiker ihrer Zeit müssten auch bei 
dem grössten Könige sein, lautete der Lagrange berufende Brief des Preussi- 
schen Minister. Jene berühmte Mathematikerfamilie hielt das hohe Alter ihres 
Hauptes zurück. Euler hat in den zwanzig Jahren, in denen er der mathe- 
matischen Classe der Berliner Akademie als Director vorstand, die gesammte 
Mathematik umgestaltet. In anderen zwanzig Jahren erhob sein Nachfolger 
Lagrange die "Wissenschaft der mathematischen Analysis durch reiche Ent- 
deckungen und vollendete Form zur glänzendsten Höhe. Der tiefsinnige und 
vielseitige Lambert wurde eine Zierde unserer Akademie. Auch an der Uni- 
versität in Halle folgte dem zurückgerufenen Wolff der berühmte Segner. 
Durch den Preussenkönig wurde Frankreich auf D'Alembert aufmerksam. 

Aber der Aufschwung der mathematischen Wissenschaft ist damals noch 
bei uns ein vorübergehender gewesen. Sie war noch kein Lebensbaum ge- 
worden, der in dem Boden des Preussischen Volkes Wurzel geschlagen. 
Nach Friedrichs des Zweiten Tode wandte sich Lagrange nach Paris, wo 
er dem mit der Revolution hereinbrechenden Elend erlegen wäre, wenn nicht 
Eurer Königlichen Majestät Grossvater Majestät durch edelmüthige Unter- 
stützung in der Ferne den Mathematikern ihren ersten Stern erhalten hätte. 
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Nach dem Vorübergange des Schreckens erhob die Mathematik in Frankreich 
rasch wieder ihr Haupt. Da es dort keine Schulen mehr gab, so traten die 
Mathematiker des ganzen Landes, Lehrer und Schüler, sechstausend an der 
Zahl, zusammen und beriethen, wie für die Zukunft der mathematische Unter- 
richt einzurichten wäre. Die aus diesen Berathungen hervorgegangene Pariser 
polytechnische Schule hat dort wesentlich dazu beigetragen, die höheren mathe- 
matischen Kenntnisse in weiten Kreisen zu verbreiten. Napoleon stellte zu- 
erst den Grundsatz auf, dass dem Genie in der Wissenschaft und Kunst eben 
die höheren Ehren und Belohnungen des Staates gebührten, welche den bei der 
Verwaltung, Rechtspflege und dem Kriegswesen betheiligten Dienern zu werden 
pflegen. Der ehemalige Director unserer Akademie wurde von ihm in den 
Grafenstand und zum Senator erhoben. Seinen greisen Vater in Turin beglück- 
wünschte eine Deputation der Regierung im Namen der französischen Nation zu 
dem Besitz eines solchen Sohnes, Mit diesem glänzten doiir fünf andere mathe- 
matische Namen ei'Sten Ranges, und es schien Frankreich, wie in den Waffen, 
so auch in der Mathematik unüberwindlich. 

Nachdem es nun aber auf dem Kriegsfelde glücklieh besiegt worden, 
haben wir, wie in der Sage von der Hunnenschlacht die Schatten in den 
Lüften foi-tkämpften, in den Regionen des Gedankens weiter gekämpft, unter- 
stützt von der heiligen Allianz' mit dem Geiste, die Preussen geschlossen, 
und manchen glorreichen Sieg in ,den Wissenschaften erstritten. Und so 
rühmen wir uns , auch in der mathematischen Wissenschaft nicht mehr die 
Zweiten zu sein. 

Seit dem Regierungsantritt des Zweiten Friedrichs ist das Jahrhundert 
abgerollt, und auf's Neue sehen wir hoch auf dem Gipfel seiner Zeit, als eine 
Leuchte Gottes, den König, und auf's Neue unter Seiner schirmenden Aegide 
Sein Preussenland einen bewunderten Mittelpunkt der wissenechaftlichen Welt. 
Aber es sind jetzt nicht mehr Fremde, welche kommen, um den Glanz ihres 
wissenschaftlichen Ruhmes in dem Glänze des Thrones zu spiegeln, und weiter- 
ziehen. Es sind die Kinder des eigenen Volkes; aus dem Osten, dem Westen, 
aus den Marken, aus allen Gauen des Reiches Eurer Majestät sind sie zu- 
sammengetreten, um den Dom der Wissenschaft aufzubauen und seinen hohen 
Chor immer höher zu wölben. Als sichtbares Zeichen allem Volke, dass die 
Ehre wissenschaftlichen Werkes solle hochgehalten werden, hat der König- 
liche Bauherr jene in ihrer Art einzige Ordensstiftung gestellt, welche zugleich 
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ein Band um die Werkmeister aller Länder schlingt. In der Nähe Seines 
Thrones sehen wir freudig den weisen Altmeister, den vielgewanderten, in allen 
Zungen und Welttheilen gepriesenen, dessen Name das Symbol jeder Wissen- 
schaftlichkeit ist. 

An dem ruhmvollen Wferke freute auch ich mich Theil zu haben, als 
mich eine unheilvolle Krankheit von der Arbeit hinwegzunehmen drohte. Eurer 
Königlichen Majestät försorgende Gnade hat zur Wiederherstellung meiner 
Gesundheit mir einen längeren Aufenthalt in Rom, die Zurückveraetzung in 
meine Heimath gewährt, mir die Mittel zur Subsistenz gesichert, hat gewollt, 
dass ich in Müsse die wiedergewonnenen, wenn auch erschütterten, Kräfte 
ganz meinem wissenschaftlichen Berufe zuwenden soll. Es hat mich gedrängt, 
ein Buch, zu dessen Anfang und Vollendung ich die Kraft allein durch diese 
Gnade Eurer Majestät gefunden habe. Eurer Königlichen Majestät als 
ein Zeichen meines innigen Dankgefuhls zu Füssen zu legen. Aber ich habe 
gezweifelt, ob eine aus allen Theilen der Mathematik zusammengefügte Mosaik- 
arbeit sich den Augen Eurer Majestät darstellen dürfte; ob ich nicht die Vol- 
lendung einer der von mir vorbereiteten, vielleicht minder unwerthen, Arbeiten 
abwarten sollte, welche in mehr künstlerischer Einheit einen Hauptzweig der 
Wissenschaft abschliessen. Eurer Königlichen Majestät dieses mein Werk, 
wie es ist, als Dankesopfer darzubringen, ermuthigte mich, wie ich gestehe, 
der Vorgang, dass sich auch Name und Bildniss Friedrichs des Zweiten 
vor der Sammlung mathematischer Abhandlungen Johann Bernoulli's findet. 
Und so habe ich es gewag-t, mit dem erhabenen Namen Eurer Königlichen 
Majestät auch mein Buch zu zieren; das Bild ist dem Innersten meines Her- 
zens eingeprägt. 

In tiefster Unterwürfigkeit ersterbe ich 

Grossmächtigster König und Herr 
Eurer Königlichen Majestät 

unterthänigster Diener 

Berlin, C. G. J. Jacobi, 

den 30. August 1846. Professor und Mitglied der Berliner 

Altademie der Wissenschaften. 
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Gauss hat in den Göttinger Anzeigen, wo er den Auszug seiner gele- 
senen Abhandlung giebt, den Satz bekannt gemacht: 

„Es sei j) eine Primzahl von der Form 8n -\- 1, und gleich e^ + f^, wo e- 
das ungerade Quadrat, p das gerade; geht / durch 8 auf, so ist 2 biquadra- 
tischer Rest; wo nicht, nicht." 

Sein Weg muss, nach dem Auszug zu urtheilen, äusserst schwierig sein, 
die aufgewandte Kraft ausserordentlich. Die Sätze über andere Zahlen, als 2, 
ob sie biquadratische Reste sind, sagt er, könne er nicht geben, ohne noch 
bei weitem grössere Zurüstungen und eine eigenthümhche Erweiterung der hö- 
heren Arithmetik; daher er den Satz über 2 vorauf genommen. 

Ich bin im Besitz einer allgemeinen, leichten, directen Methode, zu den 
Fundamentaltheoremen über die Reste aller Potenzen zu gelangen. Als ich sie 
auf die biquadratischen Reste anwendete, fand ich, was folgt; 

„Es sei p Primzahl von der Form 4n+ 1 und gleich e^-hf^, wo e^ das 
ungerade, f^ das gerade Quadrat. Zuvörderst sind alle Primzahlen, die Fac- 
toren von / sind und quadratische Reste von pt, auch biquadratische; ferner 
alle Primzahlen von der Form 8n±l, die Factoren von e sind und quadra- 
tische Reste von p, auch biquadratische. 

Um eine andere Primzahl q, die quadratischer Rest ist und nicht zu 
dieser Reihe gehört, zu untersuchen, ob sie auch biquadratischer Rest sei, habe 
ich folgende Regel. Es wird, da q quadratischer Rest von p, auch p quadra- 
tischer Rest von q sein (weil p von der Form 4n-i-l). Man setze also 
x^^p (mod. 5), e (die Wurzel des ungeraden Quadrats) ^ ax (^moii. q). Es 
wird ^(! + a) und 2(1 — «) zugleich quadratischer Rest oder quadratischer Nicht- 

48' 
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rest sein in Bezug auf q. Im ersten Falk ist q hiquadratischer Rest, im anderen 
biquadrati^cher Nichtrest von f. 

Als Beispiel finde ich, dass 3, 5, wenn sie quadratische Reste sind, auch 
biquadratische Reste sind, wenn f resp. durch 3, 5 aufgeht; 7, wenn entweder 
e oder f durch 7 aufgeht. Wo nicht, nicht," 

26. Oct. 26. 



Soit 






a» - J-W - ''")('"- "'n '-'•- "-""■ '-"" "^ •=-'' 






y(ä!'-{--a!"'')Qc"-\-x^'') — (j:'-l--a!")(ic"'+x''')GOS<pGOS^ — (a!'-\-a;"')(x"-+'x"' )aijig)sin^ 
ff. 1 Mars 27. 
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Es sei q = e " , so wird 




sinamC.,*) 




2^ ™5-«'-''^'°2X+''''"°Tr-'"»°-ir+5' 




V* 1 — 25<-'oos^- + 25'-«cos^ — 2J»■•cos?y^-2}^■' 




[ieI'auK für « = K: 




,/, o,'/T l + j' + !' + ?" + 3" + ?* + ?" + -- 





die beiden wichtigsten Formeln vielleicht für die Theorie. 
März 1828. 






k-\-k'k' = 1. 



Eine Lösung Ihrer Aufgabe, an welcher ich bei wiederholtem Nachdenken 
nach meiner Zurückkunft von Ihnen schon verzweifelt hatte, scheint mir, wie 
mir heute früh einfiel, in einer Abhandlung*) im Crellesehen Journal, Vol. II 
pag. 234, enthalten zu sein. Ihre Aufgabe nämlich, wenn ich nicht Irre, lässt 
sich so aussprechen, dass man (um mich der dortigen Bezeichnung zu bedienen) 
einer Gleichung 

= a-\~ a'üos'-yj-l- ß" sin^i/icos^y 4- a'" sm'^ipfiiü^<p 
-h 26' cosi/j H-2ö"sini/i cosqi +26"'sirn^ siny 
zu genügen hat, indem man für cosi;^, sini/'cosjp, sinY'sinyi schickliche Func- 
tionen einer Variable t setzt. Nun habe ich in der genannten Abhandlung ge- 



•) Siehe Bd. 111 p. 55 dieser Aiisgalie. 
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zeigt, dass man die genannte Gleicliung, oder eine allgemeinere p = (diircli 
einen Druckfelilei' steht dort e statt p, P statt ij), aus welcher man misere er- 
hält, wenn c' ^= c" = c'" = 0, durch Substitutionen von der Form 

cmTj = 

(2) sin ij cos ä- = 



ff + a'cosi^ + «' 


•sm^oosg>-ha- 


■' sin V si 


ü<p 


6-V-S' ca^ip-l-S" 


sinV'cosg^ + r 


' siai^si 


ny 


ß-hß'cosy>-hß' 


'smyjcmcp-hß" 


'aiRipsi 


ny 



sin t) sin ^ = 



- S' cos xjj -+■ 6" sin i/' cos y H- rf'" sin i/f si 

")'"siD ^ cosy-f-y '"sin ip sin y 



cos if -- 
(3) sin'f/ieosq) = 



~S' cosi/j-f-iJ" sinj/'coa^pH-fJ'" sin)/>siii y ' 
aus welchen umgekehrt (S. 240*)) 

— (?' -+-«' cosij+iJ' sin-ij cosJ>- + 7' sin ij sin -i*- 
ö — a cosTj — ß sin i; cos ^ — y siaijsini*-' 

— rf" +a" COS)) + ^" sini;cosi^ + )■" sin); sin ^ 
6 — H costj — ß sin ij cos ^ — j" sin jj sin -S- ' 

— ä"'~\-a"' cosv 4-S'"sinijcos^-f-y"'sinJ3sini)- 
sm^sinfp = i— — ■■■ ■■ ■ ■ ■ -. — ' 7^ -. — —-. — :,-, 

d ~ a cosrj — ß sm ij cos '!t — y sin j; sio <t 

in folgende einfachere Gleichung verwandeln kann: 

(4) 0= G+ G'cos^ijH- G"sin^)j cos^^+ (?"'sin^7( sin^-3', 

so dass die Aufgabe darauf zurückkommt, dieser Gleichung zu genügen, indem 
man für cosjj, sinjjcosi^-, sin»;sin^ schickliche Functionen von t setzt, woraus 
man dann durch die Gleichungen (3) sogleich die zu setzenden Werthe von 
cosi//, sinycosjp, sini^sin<p erhält. Die zuletzt genannte Aufgabe hat weiter 
keine Schwierigkeit, und kommt mit dem Fall überein, wo Kugel und Ellipsoid 
concentrisch sind. 

In dem Vorstehenden sind G, — G' , — G", — G'" Wurzeln der biqujt- 
dratischeii Gleichung 

= («-^■)(«' + ^)(«" + -^)(f''" + .^) 

Hat man diese gefunden, so findet man die 16 Coefficienten der Substitution 
durch blosses Ausziehen von Quadratwurzeln; S. 240**) stehen die Werthe der 
Quadrate dieser Coefficienten in der zweckmässigsten Form, die noch verein- 



*) Siehe Bd. iJI p. G3 dieser Ausgabe. 
**) Siehe Bd. i(I p. 64 dieser Ausgabe. 
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facht wii'(^, wenn man für unseren Fall c' = c" = c'" = setzt. 
Nöthige fllr die Zeichen der Quadratwurzeln findet sich bemerkt. 

Der Gleichung (4) kann man auf mannigfaltige Art genügen, 
zum Beispiel, um eine symmetrische Lösung zu erhalten, 

(6) ; = G"G"'coa^ii + G"'G'sm-i]cos^y-H- G' G"sm^»;sin^5-, 
so wird 



C08 1] - 



0) 



|/_ 

,^ Jt-G"(G- 
siin?aini> = ]/ rQ<"_ gr 



■-3'"}. 



+ g' + e")" 



(e"'-G')(G"'-"G") 
welche Ausdrücke man nur in (3) zu substituiren braucht. So kommt die neue 
Variable , durch welche die Ooordinaten der Schneidungspunkte ausgedrückt 
werden, in der That nur unter dem Quadratwurzelzeiehen voi- und zwar nur 
in der 1*^" Potenz; und wenn die Auflösung einer biquadratischen Gleichung 
nicht vermieden werden konnte, so afficirt diese nur die Constanten der Rech- 
nung, nicht die Form der Function. 

Königsberg, den 7. October 1831. 



Sollte man wohl bei einer so gemeinen Sache, wie die Bewegung eines 
Punktes in einer Ebene, noch Neues bemerken können? Und doch glaube ich, 
dass das Folgende neu und merkwürdig ist. 

Es gelte der Satz von der lebendigen Kraft, d. h. die Differential- 
gleichungen haben die Form 



dü 



au 



*{©-(l)V^-"- 
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WO h eine wülkürliche Constante. Ponaraus, man habe noch ein Integra! ge- 
funden, in welchem t nicht explicite vorkommt, 

so kann man ^— , -^ durch x, y und die beiden willkürlichen Constanten 
dt ' dt ' '' 

h, a ausdrücken. Man erhält hieraus eine DifFerentialgleichong V" Ordnung 

zwischen x, y. 

Or je dis, dass man immer allgemein einen Multiplicator für diese Grleichung 
angeben kann, also die Gleichung immer auf Quadraturen zurückführen. 

Hat man y durch x ausgedrückt, so muss man, um t zu finden, diesen 



gration nach x. Man kann aber, ohne y durch x ausgedrückt zu haben, ; all- 
gemein durch eine Integration unmittelbar in x, y finden. 
Nämlich: es seien 

dx , dy 



~dt ' dt 



^y 



die Werthe von -j-- , -— in x, 



1) Der Ausdruck x' dx-hy' dy ist immer ein genaues Differential, und 
also auch seine Differentiale nach den Constanten /( oder a genommen. 

2) Von den beiden Gleichungen 



dx-', 



wo die Ausdrücke rechter Hand Integrale genauer Differentiale sind, giebt die 
erste die gesuchte Gleichung zwischen x und y; die zweite den Ausdruck der 
Zeit in x, y (b, r neue willkürliche Constanten). 

Königsberg, d. 24. Juni 1836. 
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„Wenn in einem Problem der Mechanik der Satz von der leben- 
digen Kraft gilt, und man kennt irgend 2 Integrale ausserdem, so kann 
man daraus immer nach einer festen Regel durch blosses DifFerentiiren ein 
3'^' ableiten." 

Ich will ein freies System annehmen, obgleich dasselbe auch bei irgend 
welchen Verbindungen der Punkte gilt. Es seien, ausser dem Satze für die 
lebendige Kraft, 

2 Integrale, wo a, h willkürliche Constanten sind, die in f und (f nicht vor- 
kommen, so ist 

■y_L[^^_9' — Pf ^1 _L ^f ^^ ^ ^f ^-^ ^ IL ^ — iL ^^\ = c 
■ni \ da) dx' Sw' dw &y dy' 8y' oy dz dz' dz' ds \ 

das 3" Integi'al (x, y, z die rechtwinkeligen Coordinaten des Punktes mit der 
Masse m; x' , y' , z' die Differentiale --^ , —^, —rr-; f, <f enthalten t nicht 
explicite). Wie viel Integi'ale man auf diese Weise aus zweien findet, wenn 
man dieselbe Operation mit den neuen Integi'alen wiederholt, weiss ich noch nicht. 
Als Beispiel sieht man hieraus, wie die beiden Gleichungen des Flächen- 
prlncips nothwendig die 3'° mit sich führen müssen, was man wohl wusste, aber 
nicht als nothwendige rein analytische Folgerung, 



K., d. 28. Febr. 38. 



Ich habe vorgestern die geodätische Linie für ein ElKpsoid mit drei un- 
gleichen Achsen auf Quadraturen zurückgeführt. Es sind die einfachsten Formeln 
von der Welt, Äbelsche Integrale, die sich in die bekannten elliptischen ver- 
wandeln, wenn man 2 Achsen gleich setzt. 

K., den 28. Dec. 38. 
vii. 49 
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Die Bemerkung, die ich Ihnen neulieh machte, dass der Fall concen- 
tiischpr Bahnen Erleichterungen darbietet, ist nicht ohne Interesse. Ich finde 
nämlich, wenn man kleine Grössen 2 '*"' Ordnung vernachlässigt, für das Quadrat 
der gegenseitigen Distanz zweier Planeten pp folgenden Ausdruck. Es seien 
a, a' die halben grossen Achsen. 

J die Distanz der beiden Centra der Bahnen, 
i/, )j' die "Winkel, welche die beiden Apsidenlinien mit der Verbindungslinie 

der beiden Centra bilden, 
6, t' die beiden excentrischen Anomalien, 
ferner 

E-\-'^ = E, e' -hij' = E', 

so wird die gesuchte Grösse, bis auf die genannte Ordnung genau, 

^Q = a'a'^2aa'Gos(J<: — £')-^aa + 2 J{a' cos E'—a cos Ji:}. 
Man siebt hieraus, dass die beiden Excentricitäten sich in die eine Grösse // 
vereinigen. Die Convergenz der Entwickelung nach den Potenzen der Ex- 
centricitäten hängt von der Grösse von 

2 Ja' 
(a'-ay 
ab, wenn man die einzelnen Terme betrachtet, denn sonst ist das Maximum 
des ganzen Ausdrucks 

2J\a'cosE' — aconE\ 

nur — j . Was die neu eingeführten constanten Winkel )/ und tj' betrifft, 

welche die Stelle der sonst vorkommenden Distanzen des gemeinschaftlichen 
Knotens von den Perihehen vertreten, so hat man den merkwürdigen, nicht vor- 
auszusehenden Satz, dass die beiden constanten Winkel, welche zu s und «' zu 
addiren sind, um bloss Cosinus zu haben, so beschaffen sind, dass ihre Differenz 
nur um kleine Grössen der 2"" Ordnung (4' bei Jupiter und Saturn) von dem 
Constanten Winkel verschieden ist, der zu s — s' hinzukommt. Hierdurch werden 
die bei Laplace oft lästigen constanten Winkel zur Ordnung gerufen. 

2"" Weibnachtstag 40. 
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NEUE FORMELN JACOBPS FÜR EINEN FALL DER ANWENDUNG 
DER METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE. 

Mitgetheilt von "Bessel. 



S(;liumacher AstrOBOmische Nachrichten, Bd. 17 No. 404 p. 305—306. 



Wenn drei unbekannte Grössen vorhanden, also die Gleichungen 
(o,) = (<.<.> + (<.S)y + (<.o)», 

aufzulösen, und auch die Gewichte X, Y, Z der daraus hervorgehenden Werthe 
von X, y. z zu bestimmen sind, so kann dieses nach folgenden Formeln ge- 
schehen : 



= V±(J<=)(«„)(aS); 



= ((io)=FO<i, B = (bh)^ßß, C=(cc)^zry, 



R = l±(aa'+ßß'+yr'); 

R • R • R • 

e = a'a-^ß'b-i-y'c; 

RA Jiß RC 

^ Rzjzaa' • -~ R T (JjJ'" ' ^ - R:^rf 
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Die Summe der Quadrüte der übrig bleibenden Fehler kann nach der bekannten 
Formel 

C»»,) = («») - (an),: ~ (bn)g - („»)« 
berechnet werden, welche auch mit 

(nn ^ - (nn^ - -^^^ - ^''^' ~ -^^ ± -^ 

übereinstimmen muss. In allen diesen Formeln gilt entweder das obere oder 
d^ untere Zeichen, ersteres, wenn (Jjc)(ac)(ah') positiv, letzteres, wenn dieses 
Product negativ ist. 

Diese Formeln führen zu den Werthen von x, y, z und X, Y, Z durch 
eine Rechnung, die etwa so viele Arbeit kostet, als die Anwendung der be- 
kannten, von Gauss in den allgemeinen Gebrauch gebrachten Formeln, deren 
Gang aber gänzlich verschieden von dem Gange ist, welchen diese vorschreiben ; 
sie haben die Eigenthümlichkeit, alle drei unbekannten Grössen und die Ge- 
wichte ihrer Bestimmung durch ein ganz symmetrisches Verfahren zu ergeben. 
Sie erscheinen so merkwürdig, dass ich von meinem verehrten Freunde, Herrn 
Professor Jacobi, die Erlaubniss erbeten habe, sie den Lesern der Asti'ono- 
mischen Nachrichten mittheilen zu düi-fen.*) 

') In den AstroEomiachett Nachricliten folgt ein vonBessel v.a Ana. Jacubischen Eormeln bereeh- 
Jiefes Zahl enbei spiel, welches hier nicht mit abgewrackt ist. 
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Königsberg in Pr,, 27. Oct. 1826. 

Hocliwohlgeborener Herr, 
Hochgeehrtester Herr Hofrath, 

Ew. Hochwohlgeboren bin ich so frei, einiges von Untersuchungen ober 
die Reste der Potenzen mitziitheilen, welche ich vor Kurzem angestellt habe, 
da dieser Gegenstand sowohl durch sich selbst, als aneh durch die Autorität 
Ihres Namens grosses Interesse erlangt hat. 

Ich gerieth nämlich zutäUig, als ich einige in Ihren Disquisitiones ange- 
stellt« Betrachtungen verfolgte, auf eine einfache und directe Methode, die 
Fundamentaltheoreme über die Reste der Potenzen zu erforschen. Als ich 
dieses Gegenstandes gegen den Herrn Prof. Bessel erwähnte, gab er mir die 
interessante Notiz von dem Auszüge, den Ew. Hochwohlgeboren in den Göttinger 
Anzeigen von einer der Göttinger Soeietät Über die biquadratischen Reste vor- 
gelegten Abhandlung gegeben haben. Ich nahm daher Gelegenheit, meine Me- 
thode zu prüfen. Als ich sie, nachdem ich sie zuvor nur auf die Reste der 
3'^" und 5"*" Potenzen angewendet hatte, nun auch auf die biquadratischen Reste 
anwandte, fand ich alsbald das von Ew. Hochwohlgeboren über die Zahl 2 
gegebene Theorem. Allgemein aber fand ich, was folgt: 

„Es sei p Primzahl von der Form 4n+ 1, q Primzahl und quadratische]' 
Rest von p, ferner 

wo e das ungerade Quadrat bedeute. Es sind zwei Fälle zu unterscheiden : 



Hosted by 



Google 



392 BRIEFE JACORrS AN GAUSS. 

I. Es sei nicht zusammen p von der Form 8^ + 5, q von der Form 4n— 1. 

Wenn q Theiler von f ist, so ist es biqiiadratischer Rest. 

Wenn q Theiler von e ist, so ist es biquadratischer Rest, wenn es zu- 
gleich die Form Sndzl hat; ist es Theiler von e von einer anderen Form, so 
ist es biquadratischer Nicht-Rest. 

Ist q weder von e, noch von f Theiler, so setze man 
a^ ^ p (inod. q) 
(was nach dem Fundamentaltheorem fiber quadratische Reste immer möglich), 

ß = «ic (mod. q), 
so wird zusammen 2(1 -4- a) (wofür man auch 2(1 — a) beliebig nehmen kann) 
quadratischer Rest von q und q biquadratischer Rest von p entweder sein, 
oder nicht sein. 

II. Ist zu gleicher Zeit p von der Form 8ji+5, q von der Form. 4«. — 1 , so 
findet gerade das Gegentheil statt." 

Wollten Ew. Hochwohlgeboren sich so weit herablassen, mir den Zn- 
sammenhang, in welchem die sonstigen in den Göttinger Anzeigen mitgetheilten, 
äusserst merkwürdigen Sätze mit den biquadratischen Resten stehen, mitzu- 
theilen , so würde ich dies als Erlaubniss ansehen , Ew. Hochwohlgeboren 
mehreres von diesen Untei'suchungen, welche in mehr als einer Beziehung sich 
an die berühmten Arbeiten von Ew. Hochwohlgeboren knüpfen, vorzulegen; 
auch dürfte aus etwaiger Vergleichung Vortheil für die Wissenschaft resultiren. 
Nur der Eifer für diese konnte einem unbekannten jungen Mann die Kühnheit 
einflössen, aus seinem Dunkel zu einem Mathematiker, der in solchem Ruhmes- 
glänze dasteht, zu reden. Ich verbleibe ehrfurchtsvoll 

Ew. Hochwohlgeboren 

ergebenster 

Dr. C. G. J. Jacobi, 
Docoiit an der Köiiigsberger Univer.sität. 
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Königsberg, 8. Febr. 27. 



Hochwohlgeboi'ener Herr, 
Hochgeehrtester Herr Hofrath, 

Die Güte, mit welcher Ew. Hoehwohlgeboren die unbedeutenden arith- 
metischen Sätzchen, die ich mich Ihnen zu übersenden unterstand, aufgenommen 
haben, hätte mich schon längst verpflichten sollen, Ihnen für Ihr gütiges 
Schreiben zu danken; doch als ich von Ihrer gütigen Erlaubniss Grebrauch 
machen wollte, Ihnen mehreres von den von mir angestellten Untei-suchungen 
mittheilen zu dürfen, fühlte ich deren Dürftigkeit so tief, dass ich dies unter- 
lassen zu müssen glaubte. Erst als ich vor Kurzem nach längerer Unter- 
brechung zu diesem Gegenstande zurückkehrte, boten sich mir einige Sätze 
dar, welche mir nicht ganz unwürdig schienen, sich ihrem hohen Gönner vor- 
zustellen. Die Betrachtungen, die ich angestellt hatte, sind folgende: 

Ist j) eine Primzahl, x primitive Wurzel der Gleichung 



(man darf sich ja wohl dieses Ausdrucks bedienen), g primitive Wurzel der 
Congruenz 

— ■ z — ~ (raod, p), 



und setzt man ^(r), wo r primitive Wurzel der Gleichung 
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l aber Factor von p — 1 , setzt man also 

so findet sich Folgendes: 

so-) sc-) 

ist eine ganzzahlige Function von r, d. h. ist gleich 

A 4- A'r + A"r^ -\ h AC-^h-'-' , 

wo A, A' , A" , . . ., -4''"^' ganze Zahlen sind. 

IL SWs(-^) = (-l)'^'>. 

Dieser Fundamentalsatz für die Theorie der Kreistheilung machte mir eine 
dunkele Andeutung zu den Disq. Ar. pag. 651*) klar. 
III. Setzt man 

so wird 

Aus diesen 3 Sätzen folgt sogleich für 1^2, 3, 4: 
I. Für / = 2, wo r = ^: 

IL Für /= 3, «?.= !: 

wo v/(r) von der Form - -^ ^^ und a' -]~ äb^ = 4.]). Es lässt sich dann 
leicht weiter zeigen, dass a — 1 und h durch 3 aufgehen müssen. Diese 
heiden Sätze stehen in den Disquisitiones. 
in. Für 1=4, m ^ 1 wird 

\mr-v>(ry^(r') = n>(:'')yp, 

wo %p(f) die Form a-hbV—1 hat, und a^ + b^ = p. b geht durch 2 auf 



•) Disq. Arith, ari. 360, IV; Gauss Werke, B(l. I [>. 453—454. 
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und a+1 durch 4, was das Zeichen von a bestimmt; wie sich sonst leicht 



Für höhere Zahlen als 4 wird die Sache weitläuftiger; dafür wird aber 
der Blick eröffnet in ein weites unausgebautes Feld der quadratischen Formen, 

Um an einem Beispiel zu zeigen, welchen Vortheil man aus den 3 Fun- 
damentalsätzen ziehen kann, setze ich 1^1. Hier wird, wenn ich 

$('■)«'■') = t('OK>-=) 

setze, 

es muss daher (p(^) die Form haben 

L + M^l'—i, 
wo 

LL + 1MM= f. 

Das Zeichen von L wird dadurch bestimmt, dass X + 1 durch 7 aufgeht. 
Setzt man 

sooiw = <«•■)<;(>■'), 

SO wird 

V,(,-),f(.') = (L + i¥lC^)^Cr>). 
Alis diesem Satze und aus 

lässt sich V'('') leicht durch Versuche bestimmen. Es liisst sich nämlich zeigen, 
dass, wenn man 

setzt, 6ip(^r') die Form hat 

a + ö y:r7 + y^ j 7 c -H 7 ö V-"3 -H y =T C d + ^ l/=3 ) j 

Zvi'ischen et, b, c, d, e, f lassen sich mehrere Gleichungen angeben, welche 
zur Bestimmung durch Versuche und Prüfung hinlänglich sind. Ich schreibe 
bloss diejenigen hin, welche zum Probiren am schicklichsten sind: 

(1) 28(.' + 3.-) = (-'"-'_pJ + 3(6«+S)pA-'), 

(2) 28(rP + 3/») = ({ + 6«)'+3(2Z,+»)( '^^~° ), 
{3} ai + 3(Lli — Ma) = 4a(cd + Sef). 
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Aus (1) und (2) folgt 

(4) mp = aa -{- T bb -^ m dd + 29i ff -h äse 06 + 2068 60; 

die grossen Zaldencoefficienten erleichtern sehr das Versuchen. Ausserdem ist 
a = l, ö ^ 2M (mod. 7), 

c-i~a~0, b + d^O (mod. 3), 
wozu sich noch mehi'eres andere fügen lässt. Das Wichtigste ist aber, dass 
man die Reste von a und b, die sie, durch 49 dividirt, lassen, bestimmen kann, 
wenn man L und M kennt. Es findet sich nämlich 

a = 2(p — 2L — Q), b = '-M(p-\-2L—l) (mod. 49). 
Da sich a und b also immer nur um 49 ändern können, so bringt dieses an 
76^ eine ungeheuere Aenderung hervor, von der Ordnung 16807 (z/6)^, so dass 
hierdurch für nicht zu grosse p b und a unmittelbar fest bestimmt sind. Für 
grössere p lassen sich aber andere Hülfsquellen eröffnen, die ich hier übergehe. 
Ich füge den Anfang folgender Tafel hinzu: 



r 


L 


M 


a 


b 


c 


d 




f 


29 


— 1 


2 


1 


— 3 


— 1 








_1 


43 


G 


1 


1 


— 5 


— 1 


2 





— 1 


71 


— 8 


1 


15 


— 5 





— 1 


— 1 




113 


— 1 


4 


— 27 


J 





-1 


1 




127 


— 8 


3 


29 


13 


1 


— 4 







197 


13 


2 


— 13 


- 3 


— 2 


— 3 


— 1 




211 


G 


5 


— 55 


17 


1 


4 







239 


— 8 


5 


67 


17 





1 


— 1 




281 


13 


4 


57 


1 





— 1 


— 1 





welche mit leichter Mühe noch weiter foi'tgesetzt worden ist. Am vortheil- 
haftesten scheint, zuerst b, dann a zu bestimmen, worauf die Grleichungen (1), 
(2), (3) sogleich c, d, e, f geben. Auch findet man, wenn a und b bekannt 
sind, vW) VC^*)' V(''*) ^Is Wurzeln der kubischen Gleichung 



-bY- 

"2 



xiL + MY~l)h---^ ■—]~p(L + My-l) = 0. 



ip\ — j, v(-.g-), vl'i) erhält man daraus, wenn man V — 7 in — V— 7 ver- 
wandelt. Doch genug hiervon; ich besorge schon, Sie zu sehr ermüdet zu haben. 
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Ich bemerke ni.ir noch, dass man findet 

(IMF = r(L+M]/^^y^:(,■■•)\,po■}^'. 

Indem man so statt l^if)}^ VC'') sucht, hat man es mit viel kleineren Zahlen 
zu thiin. Auch hat dies analytischen Vortheil, indem dies verhindert, in den 
Zeichen zu irren. Man findet nämlich, wenn man 

setzt, 

||(r)P = V« ((<■'), 
\i(r)\' = K ,fW 5(r'), 

IIC'-)I* = -R «('■) «••'} !(>■'), 
IIMi' = Ä'vW >/'(•■')«'■•), 

|E(r)|« = iä'|*WP *(•■') K'-'), 
welche Formeln bei der Eechnung mit i(f) grosse Vortlieile haben. — 

Aber ich habe in diesen Tagen eine directe Bestimmung für i^(r) für 
jedes I gefunden, welche, wenn gleich wohl weitläuftiger, als das Versuchen, 
docb wegen ihrer extremen Eleganz angeführt zü werden verdient. Es sei also 

ferner setze man in Bezug auf den Modul t 

Ferner bezeichne man der Kürze halber mit I — 1 den /?'*" Binomialcoefficienten 
von ßT, oder 

1.2...^ 
Setzt man nun in ■ip(r) für r eine piimitive Wurzel der Congruenz 

Y~ ^ *^ (tnod.p),. 

SO wird, wenn p ^= ln-\- \, 

in Bezug auf den Modul p; woraus sich sogleich, wenn man nur eine Wurael 



\{l^l)n) 



') Unter a^, a^, a^ cet. -werden ganze positive Zahlen yerstanileii, dje kleiner als l sind. So oft 
%<.!', wird i;'(i'*j'=0 (mod. p); »i </— 1. 
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der Congruenz 

-—^Y ^ (mod. p) 

kennt, i//(?') finden lässt, wenn r im ersten Sinne genonimen wird. Ew. Hoch- 
woblgeboren bemerken sogleich, wie hierunter der Satz begriffen ist, den Sie 
in den Göttinger Anzeigen*) für 1=4: angekündigt haben. Für 1=3 und I ^= 7 
sind demnach die entsprechenden folgende: 

"Wenn p Primzahl von dei' Form 3n-i- 1 und 4=p = aa -h 27 bb, so ist 
a der 'kleinste Rest (zwischen — ^p und -+-^p) von 
_ fa + l)(n + 2)...2n 
1.2...m 

durch p dividirt. Dieser Rest wird, durch 3 dividirt, immer 1 übrig lassen. 
Wenn 2' Primzahl von der Form 7«-+- 1 und gleich aa-+-7bb gesetzt 
wird, so ist a der kleinste Hest von 



1.2...» 

durch p dividirt. Dieser Rest wird, durch 7 dividirt, immer 1 übrig lassen. — 
Vermittelst des Satzes 

1.2.3...CP — 1) = — 1 (mod.p) 
lassen sich die Binomialcoefficienten auf verschiedene Art transforraii'cn. Man 
findet so für / = 7, wenn man, wie oben, 

setzt und in ip(r') statt r eine Würze! der Congi'uenz 

T- = (niod. p) 

SLibstituirt, 

woraus a gleich wird dem kleinsten Rest von 

durch ^j dividirt, und, wenn — 7 ^ V^ (raod.^), b gleich dem kleinsten Rest von 

*) Gauss Werke, Bd. U p- 1G8. 
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und auf ähnHche Weise lassen sich dann auch c, d, e, / bestimmen, doch ist 
jedenfalls vortheilhafter, dies aus den gegebenen Gleichungen zu thun, welche 
dann wieder neue Sätze geben. 

Die Theorie der Reste habe ich bis jetzt nur in dem Zusammenhange 
betrachtet, wie sie aus der Kreistheorie unmittelbar hervorgeht. Setzt man 
nämlich, wenn q eine Primzahl ist, 

IIWl« = 9('-)U'"), 

wo ^(r) eine ganzzahlige Function von r ist, so muss, wenn q Rest einer 
r°" Potenz in Bezug auf den Modul p sein soll, 

(j>(r) = 1 (mod. q) 
sein. Für / ^= 2, wo 

-• =l=-i, ?(-■) - [/(- i)'r p , itooi» = (- i)¥ '?' r "y- j(,.), 

wird also die Bedingung, dass q quadratischer Rest von p sein soll, dass 

(— 1) ""ä" "^ ^ "2~ = 1 (jnod. q), 

das Fundamental theorem für quadratische Reste. Ist q ebenfalls, wie p, von 
der Form ln-+-l, so werden die allgemeinen Sätze über die Reste eleganter. 
Setzt man nämlich 

imf = »(•■) 

und in ^(r) statt r eine Wurzel der Congrucnz 

__ , = (mod. q), 

so wird q Rest der /'"" Potenz in Bezug auf p, wenn ^(r) Rest der P'" Potenz 
in Bezug auf q ist. Ist q nicht von der Form ln-+-l und m die kleinste so be- 
'schaffene positive Zahl, dass q-^m durch / aufgeht, so lässt sich 
a!'i+'"—i = (mod. q) 

immer in reelle rationale Factoren vom l^"" Grade in Bezug auf den Modul q 
auflösen, was auf die Betrachtung der in-ationalen Wurzeln der Congraenzen 
führt, mit welchen in diesem Fall die Theorie der Reste zusammenhängt. So, 
wenn / = 3, 9 = 3h. — 1, geben die verschiedenen Arten, wie man der Congruenz 
aa-+-5bb = 1 (mod. g) 
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Genüge tliut, die sämratlichen Wurzeln der Congruenz 
^s+i ^ 1 (müd. q) 

von der Form <:?-+- 6"/— 3. So findet man für die kubischen Reste, dass, wenn 
p von der Form 3n + l und 

ip = LL^21MM, 
2 und 3 kubische Reste sind, wenn M resp. durch 2 und 3 aufgeht: und wenn 
q eine andere Primzahl, wenn entweder L oder M durch q aufgeht. Ist q nicht 
2, 3, 5, 7, so wird es auch kubischer Rest, wenn in Bezug auf den jedes- 
maligen Modul q eine der folgenden Bedingungen stattfindet: 



II 



n 



19 



23 



29 



31 



37 



I /. = ±4 -W I /. = :I 



L = ±'AM L^±?,M 



L = + 2M 


L = + %M 


L = 


L = ± SM 


L=± M 


L = 


L = +UM 


L = +113f 


!,= 




L = +\%M 


L = 



L = ± 8M 
L = ± SM 
L~± 9j¥ 
i = ± IM 
L~±nM 
Ist q keine Primzahl, so niuss man noch andere Sätze zu Hülfe nehmen, 
die sich auf die verschiedenen Klassen der Nichtreste beziehen und aus der- 
selben Quelle abgeleitet werden können. Doch endlich genug. — 

Ew. Hochwoblgeboren können sich denken, wie sehnsüchtig ich die 
erste Abhandlung über biquadratische Reste erwarte. "Wenn Sie mir doch nur 
etwas von der noch allgemeineren Theorie und der eigenthümlichen Erweiterung 
der höheren Arithmetik schreiben wollten. Die Anwendung der höheren Arith- 
metik auf die Theilung der elliptischen Transcendenten ist in den Disquisitiones 
versprochen; o würde doch das Vereprechen erfüllt! 

Veraeihen Sie, hochgeehrtester Herr Hofrath, das Flüchtige und Schüler- 
hafte der gemachten Mittheilung, und nehmen Sie die Versicherung der unbe- 
grenzten Verehrung, mit der ich verbleibe 



Ew. Hocliwohl geboren 

ergebenster 



C. G. J. JacobI, 
Docciit an der Königabergcr Universität. 
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Hochwoblgeborener Herr, 
insbesondere boebzuverehrender Herr Hofrath! 

Mir von Ihnen auch nur einen halben grossen Dank zu verdienen, er- 
laube ich mir, Ihnen diese kurze Mittheilung zu machen. Sie wollen S. 31 
Ihrer ersten biquadratiscben Abhandlung*) wissen, welches Zeichen jedesmal in 
der Congruenz 

Ib = ±rr (mod. p) 

zu nehmen sei. Dafür habe ich, wenn j) die Form 8m + 5 hat, folgende 
Antwort : 

Es sei N die Zahl der rediieirten quadratischen Formen der Theiler von 

wie sie sich z. B. in der Legendresehen Tafel angegeben linden, so muss h 
mit solchem Zeichen genommen werden, dass 

C-1) "« I 

die Form im+l erhält. Ich nehme aus Legendre's Tafel und Ihrer Tafel 



•) Gauss Werke, Bd. 11 p- 91, 
VII. 
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S. 32 die Werthe von N und 2 b für die Werthe von p von der Form 8n 
unter 200: 



F 


2{ 


N 


(-)--! 


6 


4 




1 


13 


— 4 




1 


■29 


4 




1 


37 


— 12 




— 3 


53 


— 4 




1 


61 


— 13 




— 3 


101 


-20 




5 


109 


20 




5 


149 


— 20 




5 


1Ö7 


— 12 




— 3 


173 


4 




1 


181 


20 




5 


197 


— 28 




-7 



wodurch das Theorem bestätigt wird. Die Zahl N ist aber selbst für j_ 
Primzahlen leicht zu linden, und daher scheint für die Primzahlen von der 
Form 8n--|-5 der Aufgabe Genüge geschehen. 



Mit der aufrichtigsten Verehrung 



K-, d. 31. Januar J837. 



Ihr ergebener 

C. G. J. Jacobi. 



Weber'n, wenn er sieh noch meiner erinnert, bitte schönstens zu grüssen. 
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Hochgeehrter Herr Hofrath! 

Ich bin so frei, Ihnen anbei eine kurze Andeutung zu schicken, weshalb 
ich gewünscht, dass Lagrange für den Fall der gleichen Wurzeln in ein nä- 
heres Detail eingegangen wäre. 

Mit der ausgezeichnetsten Hochachtung 

Ihr ganz ergebenster 

28. Sept. 39, C. G. J. Jacobi. 



Um eine klare Vorstellung an einem bestimmten Falle zu gewinnen, will 
ich annehmen, die Position des Systems hänge von nur zwei Grössen § und yj 
ab. Man hat dann S. 349*) 

(2) = S(-.| + ö,^ + .|)m, 
(1,2) = S(a^a,-\-\b^-\-c^c.^)m 
und S. 351') die Werthe von 

[1], [2], [1,2]. 

*) Lagrango, Mecaniqne analytiquc, 3° Mition, T. !, Seoonde Partie, Section VI, §1 Jiu. 2. 

51* 
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Andere Combinationen kommen in dem gedachten Falle nicht vor. Die Glei- 
chungen S. 353*) werden 

Nach Lagrange hat man 

</' = « 

zu setzen und erhält dann 



. D] + [l.'2 ]f [2] f +[1,21 

(l) + (l,2)f '(2)f+0.,2)- 



Hieraus folgt 



(l)t- [1] + 1(1,2)*- [1, 211 /=0, 
(l,2)i-[l,2] + | (2) t- [2] |/=0. 
Es wird demnach die quadratische Gleichung, durch welche k bestimmt wird, 

|(l)*-[I]IIC2)i-[2]|-|(l,2)*-[I,2]p = 0, 
oder, wem» man entwickelt, 

1(1X2)- (l,2)'|i'-|(l)[2] + [ll(2)-2(l,2)[l,2]lt + [l]121- [1,2]' -0. 
Damit diese Gleichung zwei gleiche "Wurzeln habe, mnss sein 

= 4|(l)(2)-(:,2)>M[l]t2]-[l,2]'|-|(l)m + [l](2)-2(l,2)[l,2]|'. 
Man sieht nicht sogleich, dass in dem von Lagrange behandelten mecha- 
nischen Problem, in welchem die hier vorkommenden Grössen die angegebene 
Bedeutung haben, diese eine Gleichung nothwendig in zwei zerfällt wegen der 
Realität der in mechanischen Problemen vorkommenden Grössen. Ich will dies 
daher durch die folgenden Betrachtungen zu beweisen suchen. 

Zunächst bemerke ich , dass man statt § und i/' irgend zwei andere 
Grössen einführen kann, welche durch | und tc linear bestimmt sind, und welche 
umgekehrt | und y linear bestimmen. Nach sehr bekannten Sätzen der Algebra 
kann dies immer so geschehen, dass (1,2) verschwindet, während (1), (2) 



') Lagrange, M^eaaique analytique, 3* editioii, T. 1, Seconde Partie, Sectirai VI, § l No. i 
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immer positiv bleiben. Die quadratische Gleichung erhält dann zwei gleiche 
Wurzeln, wenn 

= |(1)[2]-[1K2)P-H4(1)C2)[1,2]^ 
Die beiden Theile rechts müssen besonders verschwinden, oder, da (1), (2) ihrer 
Natur nach Immer positiv sind, muss sein 

(1)[2]-[1]C2) = 0, [1,2] = 0. 
Die beiden Differentialgleichungen sind dann 

o=a)--g-+[i]i. o=(2)i^+m,/,. 

Sie sind ganz unabhängig von einander, und ihr vollständiges Integral enthält 
nicht die Zeit als Potenz'). Niemals also wird in dem behandelten mecha- 
nischen Problem die Zeit als Potenz in den Formeln dadurch vorkommen, dass 
zwei Wurzeln gleich werden. 

Die vollständige Erörterung dieses Gegenstandes ist nicht ohne Interesse. 
2V. Sept. 39. J. 



*) Setzt man 

(1) (2) 

C, C, D, D' willkürliche Constanten siEd. Ganz dieselbe Form mäaaeu daher alle Äusdrütlie 
"halten, in welchen m, ii, m', n' gegebene Constanton sind. 
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Hoehwohlgeboreii 



bin ich so frei einige die Methode der kleinsten Quadrate betreffende Sätze 
mitzutheilen, welche ich in diesen Tagen bemerkt habe. Sie beziehen sich auf 
die Zusammensetzung der Werthe der Unbekannten und ihrer Gewichte aus 
denen , welche die verschiedenen Combinationen der Beobachtungen ergeben, 
wenn man nur immer so viel nimmt, als unbekannte Grrössen sind. Nennt man 
in diesem Falle R die Determinante, welche sich auf das jedesmalige System 
der Gleichungen 

«* 4- % + c£ H \-l = 

bezieht, und (x) den dieser Combination entsprechenden Werth von x, ferner (j?) 
sein Gewicht, so wird 

'^ 2RR ' p 2RR ' 

wo s der Ueberwchuss der Zahl der Beobachtungen über die Zahl der unbe- 
kannten Grössen ist. Hiemach scheint es fast, als könnte man RR als das 
Gewicht der jedesmaligen Combination bezeichnen. Diese Formeln scheinen 
mir lehrreich, wenn auch nicht praktisch. Es versteht sich, dass das Zeichen ^ 
auf alle Combinationen, die es giebt, ausgedehnt werden muss. 

Ich habe auch neulich einige von den Ihrigen verschiedene Gewichts- 
formehi bemerkt, welche nur solche Grössen als bekannt voraussetzen, die ohne- 
dies nach Ihrer Methode zur Bestimmung der Unbekannten berechnet werden 
müssen. So braucht man, um den Logarithmen des Gewichts der vorletzten 
Unbekannten zu finden, keinen neuen Logarithmus aufzuschlagen, und auch die 
nächsten Gewichte findet man durch diese Formeln etwas leichter; für spätere 
scheinen mir Ihre Formeln vortheilhafter. 

Mit innigster Verehrung 

l. Juli I84Ü. C. G. J. Jacobi. 
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VERZEICHNISS DER VORLESUNGEN, WELCHE JACOBI AN DEN 
UNIVERSITÄTEN ZU BERLIN UND KÖNI&SBER& GEHALTEN HAT. 

Mitgetlieilt von L. Ki-onecker. 



Ki-oncckcr Journal für die reine nnd angewandte Mathematik, Bd. 108 p. 332—334. 



Vorlesungen in Berlin. 

Wintersemester 1825/26. Privatim: Ueber die Anwendung der höheren Analysis auf die 
Theorie der Oberflächen und Curven doppelter Krüm- 
mung. 
Sommersemöster 1826. Publice: Die allgem n Th 1 CI h n 

Privatim: Reine Analy 
In den Verzeiclmiasen der angeiünd igten und h It T ! img 1 h m i l 

Registratur aufbewahrt sind, ist die Colonue, welche die A hl d Z h 11 It 11 > II d 

Jacobischen Vorlesungen nicht ausgefüllt. Daneben find thd hh dmV h 

von 1825/6, der "Vermerkf dass Jaeobi nach Königsb g t t D Akt d Q tu h 

nur bis 1829 zurück. Es bat sich daher nicht aktenmäa gfttUl IJ ld\l gm 

■Winter I825/S, welche in der Diriehietschen Gedächtn d dn U h 1 u-kl h h It h t 

■wird (Bd. I p. 6 dieser Ansgabe von Jacobi's Werken), Ed g fuhrt 11 mS m m t 1SJ6 
überhaupt irgend eine Vorlesung gehalten hat. 

Vorlesungen in Königsberg. 

Wiutersömeator 1826/27. Publice: Analytische üebungen. 

Privatim; 1. Trigonometrie. 2. Analytische Geometrie. 
Sommersemester 1827. Publice: 1. Variationsrechnung. 2. Theorie der krummen Ober- 

flächen. 3, Elementargeometrie. 
Wintersemester 1827/28. Publice: Kegelschnitte. 

Privatim: Elementargeometrie. 
Sommersemester 1828. Publice: Arithmetik. 

Wintersemester 1828/29. Publice: Theorie der I 
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• 1829. 
Wintersemester 1829/30. 



öommersemester 1830. 
Wintersemester 1830/31. 

Sommersemester 1831. 
Wintei-semester 1831/32. 

Sommersemester 1832. 

Wintersemester 1832/33. 

Sommersemester 1833. 

Wintersemester 1833/34. 
Sommersemester 1834. 
Wintersemester 1834/35. 

Sommersemester 1835, 

Wintereemester 1835/36. 



Sommersemester 1836. 



Wintersemester 1836/37. 
Sommersemester 1837. 



Wintersemester 1837/38. 



Nicht gelesen. 

Publice; Anfangsgründe der Theorie der elliptischen Transcen- 

denteii. 
Pnvatira: Theorie der Oberflächen der zweiten Ordnung. 
Publice: Allgemeine Theorie der Oberflächen und Cur-ven. 
Publice: Kegelschnitte. 
Privatim: Höhere Arithmetik. 
Pablice: Elliptische Transcendenten, achtstündig. 
Publice: Auserlesene Kapitel des höheren Calculs. 
Privatim: Theorie der Oberflächen zweiter Ordnung. 
Publice: Obeiflächcn zweiter Ordnui^. 
Privatim: Allgemeine Theorie der Curven und Flächen. 
Publice: Allgemeine Theorie der Oberflächen (Fortsetzung). 
Privatim: Elliptische Transcendenten. 
Publice: Variationsrechnung. 

Privatim; Theorie der Oberflächen zweiter Ordnung. 
Privatim: Theorie der Zahlen. 

Privatim: Analytische Theorie der "Wahrscheinlichkeit. 
Publice: 1. Theorie der partiellen Differentia^leichungen, 

2. Wöchentliche Aufgaben im mathematischen Seminar. 
Privatim: Theorie der Oberflächen und Linien doppelter Krümmung. 
Publice: 1. Variationsrechnung. 2. Mathematisch-physikalisches 

Seminar. 
Privatim: Oberflächen zweiter Ordnung. 
Publice: Uebungen des Seminars in der Mechanik. 
Privatim : 1. Integralrechnung. 2. Vorlesungen über die elliptischen 

Tra nscendenten . 
Hierbei findet sich der Vermerk: „Da die zehnstündigen Vor- 
lesungen über die elliptischen Transcendenten die Kräfte der Zu- 
hörer in hohem Grade in Anspruch nahmen, so hielt ich es für 
zweckmässig, die Hebungen des Seminars bereits Neujahr einzu- 
stellen. C. G. J. Jacobi." 
Publice: Mathematisches Seminar. 
Privatim: Allgemeine Theorie der Oberflächen. 
Privatim: Zahlentheorie. 
Publice: Mathematisches Seminar. 

Hierbei findet sich der Vermerk: „Meine achtstündigen Privat- 
vorlesungen über Variationsrechnung sind nicht zu Stande ge- 
kommen, C. G. J, Jacobi." 
Publice: Seminar. 
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ersemcster 1838. 



Privatim: 1. Vaiiationsrechnung. 2. Mechanik. 

Publice: Matliematisches Seminar. 

Privatim: Anfangsgründe der analytischen Geometrie. 
Wintersemester 1838/39. Privatim: 1. Theorie der Oberflächen. 2. Anwendung der Diffe- 
rentialrechnung auf die Theorie der Reihen. 

Hier ist vermerkt: „Hat nicht gelesen, weil er verreist war." 

Privatim: Elliptische Transcendenten. 

Publice: Mathematisches Seminar, 

Privatim: Allgemeine Theorie der Oberflächen und doppelt ge- 
krümmten Linien. 
Wintersemester 1840/41, Publice: Mathematisches Seminar. 

Privatim: Höhere Mathematik. 
So mm ersemcster 1841. Publice: Mathematisches Seminar. 

Privatim: Variationsrechnung. 
Wintersemester 1841/42, Publice: 1. Theorie der Differentialgleichungen. 2. Mathema- 
tisches Seminai-. 

Privatim: Theorie der Oberflächen und Curven. 
Soramersemester 1842. Publice; 1. Differentialgleichungen. 2. Seminar. 

'Wintersemester 1842/43. Publice: Mathematisches Seminar. 

Privatim: Analytische Mechanik. 
(In die Zeit vom Sommer 1843 bis zum Winter 1844/5 fällt Jacobi's Reise nach Italien.) 



Wintersemester 1839/40. 
Sommersemester 1840. 



Sommersemester 1845. 

Wintersemester 1845/46. 
Sommersemester 1846. 
Wintersemester 1846/47. 

Sommersemester 1847. 
Wintersemester 1847/48. 



Vorlesungen in Berlin. 

Privatim: 1. Die Fundamente der Theorie der elliptischen Func- 
tionen, 28. April bis 15. August; 14 Zuhörer. 2. Algebra 
und Einleitung in die Analysis des Unendlichen, 3. Mai 
bis 14. August; 25 Zuhörer. 

Privatim: Differential- und Integralrechnung, 30. October bis 
16. März; 23 Zuhörer. 

Privatim: Die allgemeine Theorie der Obeilläcben und Linien 
doppelter Krümmung, 4. Mai bis 24. Juli; 12 Zuhörer. 

Privatim: Die Theorie der Zahlen. 

Hierbei findet sich der Vermerk: „Ich habe meiner Gesundheit 

wegen die Vorlesung nicht gehalten. Jacobi." 

Jacobi hat keine Vorlesung angekündigt und, nach den Akten 

der Quästur, auch keine Vorlesung gehalten. 

Jacobi hat keine Vorlesung angekönd^t, aber, nach den Akten 

der Quästur, eine solche über analytische Mechanik vor 17 Zu- 
hörern gehalten. 

52* 
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Somm eisernes ter 1848. Privatim: Höhere Algebra, 10. Mai bis 11. Ajigust; 13 Zuliöröi'. 

Wintersemester 1848/49. Privatim: Differentialrechnuog mit verschiedenen Anwendungen, 
vom 30. October an; 7 Zuhörer. 
Hierbei findet sich der Vermerk: „Ich habe statt der ange- 
zeigten Vorlesang eine andere über elliptische Functionen ge- 
halten. Jacobi." 
Sommersemester 1849. Privatim: Variationsrechnung nebst Anwendung auf isoperime- 

ti-ische Aufgaben, 30, April bis 8. August; 11 Zuhörer, 
Wintersemester 1849/50. Privatim: Die allgemeine Theorie der Flächen und Curven dop- 
pelter Krümmung, 29. October bis 13. März; 11 Zuhörer. 
Sommersemester 1850, Privatim: Zahlentheorie und ihre Anwendung auf die Kreisthei- 

lung, 30. April bis 14, August; 12 Zuliörer. 
Wintersemester 1850/51. Keine Vorlesung a 



(Jacobi starb am 18. Februar 1851.) 



Die Akademie der Wissenschaften zu Berlin besitzt folgende Ausarbeitungen Jacobi- 
scher Vorlesungen: 

Änfangsgrände der Theorie der elliptischen Transcendenten. Wintei-semester 1829/30. Aus- 
gearbeitet von Sanio. 
Ueber die elliptischen Transcendenten. Wahrscheinlich Sommersemester 1831, Ausgearbeitet 

von Sanio. 
Oberflächen zweiter Ordnung, Sommersemester 1835. Ausgearbeitet von Rosenhain, 
Theorie der elliptischen Functionen. Wintersemester 1835/36. Ausgearbeitet von Rosenhain. 

Eine Abschrift dieser Ausarbeitung Rosenhain's. 
Dieselbe Vorlesung. Ausgearbeitet wahrscheinlich von Czwalina. 

Allgemeine Theorie der krummen Linien und Obei-flächen. Sommei-semester 1836. Ausge- 
arbeitet von Rosenhain. 
Theorie der Zahlen, Winterseraester 1836/37. Ausgearbeitet von Rosenhain, 
Transformation und Int^ration der Gnindgleichungen der Dynamik. Wintersemester 1837/38. 
Ausgearbeitet von Rosenhain. 
Eine Abschrift dieser Ausarbeitung, Rosenhain's. 
Variationsrechnung. Wintei-seraester 1837/38, Ausgearbeitet von Rosenhain. 

Eine Abschrift dieser Ausaj'beitung Rosenhain's. 
Theorie der elliptischen Functioneo. Wintersemester 1839/40. Ausgearbeitet von Borchardt. 

Eine Abschrift dieser Ausarbeitung Borchardt's, 
Dynamik, Wintersemester 1842/43. Ausgearbeitet von Borchardt. 
Analytische Mechanik- Wintersemester 1847/48. Ausgearbeitet von Scheibner und Magoner. 
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THEOREME DE GEOMETRIE. 

Im Crelleschen Journal, Bd. 6 S. 213, ist der Überschrift „rA^or^m« de Ofym&rie" hinzugefügt „par 
Uli anortyma". Da sich in Jaeobi's Nachlass ein von ihm geschriebeBBS Manuscript dieses Theorems TorEand, 
so ist es wohl zweifellos, dass das Theorem von Jacobi herrnhrt 

ZUR THEORIE DER CURVEN. 

Die Vergleielrang des noch Torhandenen Jacobisclien Manuscriptea diaaer Abhandlung mit dem 
Abdruck im Ciellesohen Journal, Bd. 14, ergab einige kleine Abweichungen; zum Theil ist hier der Wort- 
laut des Manuscriptes wieder hergestellt. 

8. 17—19. Abweichend vom Original ist an einigen Stellen der Factor * hinzugefügt worden. 

DEMONSTRATIO ET AMPLlflCATlO SOVA THEOREMATIS GAÜSSIANl DE CüRVATURA INTEGRA ETC. 

Im 16. Bande des Crelieschen Journals steht im Titel und im Teste dieser Abhandlung stets 
quadraiara inlegra statt oaruaiura inlegra, wobei sich Jacobi für diese Benennung ausdrücklich auf Gauss 
beruft. Dieser auf einem offenbaren Versehen beruhende Ausdruck guadraiara ist daher überall durch cur- 
vatura ersetzt worden. 

Bei der Abfassung dieser Abhandlung scheint, wie verschiedene Wendungen Tei-muthen lassen, 
Jacobi in dem Irrthnm befangen gewesen zu sein, dass durch ein krummliniges Dreieck im Räume, bei 
welchem in jedem Eckpunkte die Krümmungshalbmesser der dort zusammenstossenden Curven gleichgerichtet 
sind, sich immer eine Fläche legen lasse, für welche die Seiten des krummlinigen Dreiecks kürzeste Linien 
sind. In der foigenden Abhandlung „Usber einige' merkurärdige Carventheoreme" bemerkt dagegen Jacobi, 
wohl in Folge des inzwischen in No. 457 der Astronomischen Nachrichten erschienenen Clausenschen Auf- 
satzes, ausdrücklich, dass eine solche Fläche im Allgemeinea nicht esistirt. 

REGEL ZUR BESTIMMUNG DES INHALTS DER STERNPOLYGONE. 

Diesem Bruchstücke aus den hinterlassenen Papieren Jacobi'a hat der Herausgeber des Jaoobi- 
schen Manuscriptes, Herr 0. Hermes, im Borchardtschen Journal, Bd. 65 S. 174—176, einige Erläute- 
rangen hinzugefügt. 
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GEOillETaiSCKE THEOREME. 

Im 73. Baatle von Borchardfs Journal gehen S. 179 und S. 187—189 diesen beiden Bruchs tücken 
aus den hinterkasenenPapieren Jacobi'sBemerkttn^eu des Herausgebers derselben, Herra O.Hermes, YOraua. 

S, 63, Z. 5. Zu dem Satze „Denkt man sich u. s. w." ist zu bemerken, dass in Jacobi's Vor- 
stellung das zweite EUipsoid mit der Focalellipse des ersten lusammenfällt, so dass man sich jj'=0 zu 
denken hat. 

S. 66, Z. 5. An der Gleichiuig 

htJbbd It gmm hb NhtUht imBhtk 

IbtnhmIdhZ kthgutiPlm ILh 1 d h 1 h 

nhd Bw tudlbghtUtbbhfghmlh mlh nud 

flbtgglb Mn ptd InhaJt mBhffhtnh pt Etthngtl 

d l t t A,b hn tt d Gm iscim Tk w n g t n al d t d Abi t g d A dru k 

f p ft th It d Th 1 d Ib Das Man p mmt dn bhb nEmd^i 
nldRktemBf nEn nnJ bdtitßl 21 34 cDasil 

tägtd=ip tdUbbift Sat Enkl lung d bffnQl h gnWt 

w b b J b II m W 16 das t dl d d ht n S t nb u k ht gt 1 t D nn f lg d 
dühfehdn&pr nEmlwlh hlud hl V hghg 

kl n fa. n d ri h bw D rste d ^ h ist htb nlgt whi b 1 n 

h dFmllbd d b-uip w infahP dGlhnngwn 

d {jgmglhtngmAhl-mdFmlnlM ptek ggl dmg 

3 d h Tinte Awdgl d 6 h Th en glrahtB hng wlh n 

dnn! M ll mhrfhbw hn 

Bm tnBw dkmn hiiflKglm01hi:)JE.f PltJ) 

da d E d 00 nkr ht Bb n DEF \ T) ? -aYt D E F bdm h 

udmOdhB g K Strandn Kug Idus glhdEht dlt 

hdGlhg Ih hndnhd ¥ \ D E F O bdlBg 

tll-dd Bg dbkt g 

wa. 1 n 1 n t l h 1 1 m 1 1 

P gn 
OD, E , F 



und (mit Jacübi) die Differenzen 

durch je einen Buchstaben 

Sl, SB, 15, 

so erhält man für u, u, lu die Ausdrücke 

2St — (cosi — cosf)', 2SS — (cosi — cosI))^ 20 — (cost) — cost)>, 
und hieraus für fi oder iip\ da y = 1 ist, den Ausdruck 

8(a3S-(-6a + as)-4(«!+a3ä+6S) 

— sa (cos^ — eosi) (cosö - aast) 

-8S8(cosi ~cogf)(cosi — cos^) 

-8l5(cosf -cos5)(eoaf -cosi). 
Die von 91, S, 6 freien Glieder müssen sich zerstören, wie leicht von vornherein zu erkennen ist. Anderer- 
seits erhält man, wenn man die rechte Seite der zu beweisenden Gleichung wieder in der früheren Gestalt 
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(vgl. S. 65 Z, 2 — 8 des vorliegeinlen Bandes) schreibt und 

■23t, 233, 3®, cos^, cosi, cosE 
an Stelle von 

.<; .0, «-, Vh, v~i. r^ 

substituirt, den Ausdruck 

8(31 + cosi cosn(a + oosfcost)J(6 + oosi|cost) 

+ 4eos'^co3nco3=I. 
Diese beiden Ausdrücke reduciren sich anf einander Termüge der oben erwähnten Relation, wenn man dei'- 
selben die (von Jacobi auf dem Blatte hingeschriebene) Form 

a-cos»I))Cl-cos=i)Cl-cos^f) 

- sin^5 (cosa - cosi cosf)3 - sin!i (cos6 - cost cos^)= - sin»! (cosc - cost) co'^i)* 

+ 2( ^ t){ h- t i,) _ ^ ) = 

gbDRd dtas mfhtnnmdlkStlR! dl A 

dk EmmuithDtm t hU 

Bdmd Bw d htdQdtdtglrad^jdbdStht 

gflit dmMlpktddmD köE^mhb K fdEh dD k 

DEF a 1 1 d Inh It d 1 t t i t 11t d i d d Q d j S k 1 1 d 

djuigdD klhltäthd h dpdtSik * k glkt 

f hd dGlbgdurhSb titnt d Itte Adk gbB h 

Ihmtffd Iti nkh gHdCIht gdll Alkt i. 

DEh H 

LEI' I — 

I R 1 I 

DEFKp^ = D''E'>Fo^.H'> + DEF^.r'>', 
oder, wenn man mit IC und dann mit 16 D'E'F"^ ^ /i" multiplicirt und berücksichtigt, dass ,«"j-''^=: u^v"!!/" ist, 
fi«lip^ = li«'H« + u''v'>w'>fi. 
Nun ergiebt der von Jacobi auf S. G6 des vorliegenden Bandes angewandte Satz vom Schwerpunkt 

andererseits erhält in an, wenn man in 

für H, V, w ihre Ausdrücke u" — (^^ — [^)^ u. s. w. substituirt, durch eine ähnliche Traiisforuiation , wie 
beim vorigen Beweise, 

/* = ft<>-i[{yT,~yixYh-}/k)^'>+(\n -n)(yi-i/J')v»+(V^-Vh)(yk~.yi-)w^-i. 

Substituirt man die so gewonnenen Ausdrücke für fi'^^H" und ^ in den Ausdruck für ji'^fip^ und ordnet 
nach Potenzen und Producten von Vä, Vi , Vk, eo gebt die Gleichung nach Unterdrückung des gemein- 
samen Factors fi" in die zu beweisende über. 

Die Entzifferung des Jacobischen Manuscriptes, sowie die nähere Ausführung dieser beiden Be- 
weise, ist Herrn Kortum zu verdanken, 

GEOMETRISCHE CONSTRUCTION ZWEIER GEODÄTISCHEN FORMELN BESSEL'S. 

Das Manuscript dieser kurzen Arbeit befand sich bei Jaoohi's Briefen an Bessel in dem 
Besselachen'Nachlass. Dieselbe bezieht sich auf eine umfangreiche Abhandlung B esse l's „Ucber den Eiuflwss 
der Unregelmässii/keilen der Figur der Erde auf geodätische Arbsilen uud ihre Vergleiehung mit, den astronomischen 
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Bestimmungen" im 14. Baude von Sohumacher's Astronomischen Nachrichten, No. 339 — 331. Jacobi be- 
weist hier zwei Gleichungen (1. c. S. 277, Formel (7)) des theoretischen Theils der Besselachen Abhand- 
lung mittelst einfacher infinite simal-geometrischer Betrachtungen; Gleichungen, zu deren He rleituug Bessel 
ziemlich umfangreiche Rechmmgen anwendet. 

Ober die curye, welcbe alle von einem punkte ausgehenden geodätischen Linien 
eines rotationseliipsoides berührt. 

Dis m diP&er Abhandlung untersuchte Problem ist lon Jacobi m suucn ^ üe^iunaien über Py 
namit (6 Vorlesung S 46 — 47 der als Supplementband zu Jacobi s Werken ersi-hienenen zweiten Auflage) 
beruhit In der Einkituna dei vciliegenden Abhandlung findet sich ä\s dcrt über die kürzeste Linie auf 
der Kugel Gesigte fast wörtlich wieder Aber das Resultat über die Euvcloppe der viu einem funkte ins 
gehenden kurzesien Linien des Erdapharoides ist in der Dynamik ohne Ableitung mitgetheilt wahrend in 
dem hier aum ersten Male ven ffentlichten Manuscnpt diese Ableitung unter Voraussetzung kleiner Ex- 
centiicitaten gegeben ist Das Manuscnpt Jacobi s bucht mitten in dei Entwickelung ib, uhue das Haupt- 
resnltat dei Untersuchung zu ziehen In Folge dessen wurde von dem Herausgeber des Miiiuscupte*:, Herrn 
Wange I in dar Versuch gemacht, da* Fehlende zu ergiuzen Dabei ergab sich nicht nui, wann, jene geo 
datiachen Linien authuren rfJUtve Minima zu sein, sondern auch, wann sie die EigensLhaft veilieien, ab 
sohlte Minima darzustellen 

El mag noch erwähnt «eidpu, dass diese Ergänzung des Jacobiachen Manuscriptes bereits im 
Herbst 1877 \on Heiru Wingenn verfasst und damalsiBorchardt übergeben worden ist, also vor dem Er- 
scheinen versLhie lenei neuerer Arbeiten welche die Frage nach der Enveloppe der geodätischen Linien ohne 
die Vsraussetzung emei kleinen E\tentricitat behandeln. 

LJrf EIN LEKHrFs '^ ERFAHREN, DIE IN DER THEORIE DER SÄOULÄRSTÖRUNGEN 
■\ ORLOMMENDEN GLEICHUNGEN NUMERISCH AUFZULÖSEN. 

S, 135. Die in der ersten Tabelle dieser Seite unter System I für logßi, log Sa, . . ., log-ße gege- 
benen Werthe weichen in den letzten Decimalstellen von den hierfiir auf S. 124, Z. 8— -10 v. u., gegebenen 
Werthen ab. Doch erschien es nicht zweckmässig, beim Neudruck eine Änderung an denselben vorzunehmen. 

S. 133, Z. 19. Die hiev beibehaltenen Werthe des Original drucks für <fjW^ im sechsten System 
sind durch folgende zu ersetzen: 

!? 9 fi t? 

+ 0,0000370^; -[-0,0000446 fj.'; + 0,0000503 ^"; — 0,0000035 fi'"; 

^ % % 

— 0,0000977 ^i"; — 0,0000100 «" ; — 0,0000028 ^". 

S. 13a, Z, 13 y. u. Im sechsten System sind bei — |- die Coefiicieuten von n, ,« resp, 
Nl 
— 1,0860, —0,4402 
anstati, wie sie hier entsprechend dem Originaldruck lauten, 

+ 0,3553, —1,7815. 

VERSUCH EINEa BEKECHNUNG DER GROSSEN UNGLEICHHEIT DES SATURNS SACH EINER 
STREXGES ENTWICKELUNG. 

Die numerischen Werthe sind beim Neudruck dieser Abhandlung, abgesehen von einigen offenbaren 
Versehen, unverändert beibehalten und nur in Bezug auf ihre gegenseitige Übereinstimmung geprüft worden. 
Dabei hat sieh auasev mehrfachen kleinen Differenzen in den letzten De ei malstellen ein grösserer U 
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zwischen den "Werthen 

B-t-B + y = 304" ÖG' !)",54 

C+ISO" = 304"32'12",44 
ergehen, welche zu iol^p dei lii dm Ausdrucke tur (i, auf S 146 und S 1S2 einander gleich sein muastcn 
S. 148, Z. 10 ^ u In den istronomisnlien ^aoilrll.hten Bd 38 No. 653 S Ij7— RS lautet der eut 
sprechende Satzi „Waren alsD resp £ + 5 ( +ß de nähren Anomalien und die Excentncitaten ß und 
ß', so worden v und jj die excentrischen. Anomalien 3em" Da die« nicht correct ist, so musste in diesem 
Sat7,e eine Aenderung Torgenommen werden. 

IJBKR DIE ANiNÄHERJJDli BESTIMMUNG SEHR ENTFERNTER GLIEDLK IN DER I MWICKEI.UXG 
DER ELLIPTISCHEN COORDINATEN ET( 

Der Origiualdruok dieser Abhandlung in Bd. 28 No. 665 der Astronomischen Nachrichten enthält 
am Schluas (S. 270) die Bemerkung: „Fortsatzung folgt". Anstatt eine Foitsetzung dieser Abhandlung KU 
geben, hat sich Jacobi wohl entschlossen, die Carlinisehe Arbeit (S. 189 — H'i des voiliegenden Bande.s) 
zu übersetMii und die fehlerhaften Stellen derselben neu zu bearbeiten. 

AUSZUG ZWEIER SCHREIBEN DES PROFESSOR C. G. J. JACOBI A.\ 
HERRN DIRECTOR P. A. HANSEN. 

8.263, Z. 9. Za dieser Stelle fügt Grelle in seinem Journal, Bd. 42 S. 17, die folgende An- 
merkung hinan; „Bis hierher ist von dem leider so früh und schnell dahin geschiedenen Jacobi die Correelur 
des von ihm im Voraus für das Journal bestimmten Manuscriptes selbst besorgt worden. Die Correctur der 
hier folgenden Fortsetzung hat Herr Professor Lejeune Dirichlet mit dem Herausgeber gemeinschaftlich 
übernommen. " 

S. 272, Z. 2 V- u. Statt der Gleichung 



steht im Original (Crelle's Joumül, Bd. 42 S, 2ü) lälschlich 



In Folge dessen ist an mehreren Stelleu des zweiten Briefes Jacobi's an Ilanson das Wort „Ab/iehcii' 
durch nHinzuffigen' ersetzt worden. 

ÜBEE DESCARTES LEBEN ETC. 

Über dasselbe Thema hatte Jacobi bereits früher, am 27. October 1837, In einer fiffentliehen 
Sitzung der physibaliach-ökonomischen Gesellschaft zu Königsberg einen Vortrag gehalten. 

ÜBER DIE KEN'NTMöSE DES DiOPHANTUS VON DER ZUSAMMENSETZUNG DER ZAHLEN AUS 
ZWEI yUlDBATFN LfC 

Wie Lejeune Diiichlet m «einer Gedaohtnissrede auf Jacobi erwähut (Bd. I S. 27 dieser Aus- 
gabe von Jacobi'-. Werken), hat Jaoubi bei aeinem Aufenthalte in Rom im Winter 1843—44 die im 
Vatican aufbewahrten Handschriften des Diophant verglichen Seme auf dreiunddreissig Octav blättern 
unter dem Titel „Vanamn dei secAs im Fcidtan hefindlichen Codices des Diophant" zusammengestellten Re- 
auUale befliideQ sich jetzt in der Abtheilung fui Handschriften der Königlichen Bibliothek zu Berlin. Ausser- 
dem enthält die Hand seh nftenabtheilung inch noch ein E^einplai der F er matschen Ausgabe des Diophant 

Vir. 53 
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lind der clentsclien Uetersetzung des Diophant von Otto Schulz (Berlin 1832) mit Inirl'i-'hrif Hieben 
Raadtemerliungeü Jacobi's, 

Da eiozelne der im Origiiialdriick (Monatsbericht der Akideraie dei Wissens hiften zu Berlin 
August 1847) gebrauchten griechiseheu Zahlzeichen durchaus ungebriiuch heb sind so «ai e^j beim Ntudiu k 
dieser Abhandlung erforderlich, einige rein formale Aenderungea Ycrzunehmeii 

MITTHEILUNG ÜBER EINEN CODEX DER PTOLEMAEiSCHPN OPTIK ETC 

IM ti htdAkdmdW hf Bl M ISOSIJbfidt hl 

i 1 1 f d J ! 1 t C l d Pt 1 m 1 Ol t k 1 gl h M tt! I g 

H P t I t d l 1 tzt (j mmt tg htCidhgKglh 

B bl th k w 1 h d I t 1 Ob t d b h üb t g d Opt k d Pt 1 

thdt dfgtedBmkgl d I Hdhft ht dg dKg 

IhBblfhkfgflwd 1 t d gJh d'V h nhg 

fgtht h hBhdlgdShft,w!h ht gJhhIt rad-t 

ilthtmgwäflgi ddHdhft Ppbt! d 1 dSlft 

1 Hl I 1 H It 1 I 

ÜBEIl DIE PAIUSER POLYTECHNISCHE SGIIÖLE. 

Das Manuscript dieses in der physikalisch-okononiiseheu Gesellschaft ui Königsberg gehaltenen 
Vortrags hat sich in Jacohi's Kachlass vorgefußden. 

WIDIIÜNO DES ERSTEN BANDES DER OPÜSCULA MATHEMATICA AN FRIEDRICH WILHELM IV. 

Die hier abgedruckte Widmung ist dem eraten Bande der unter dem doppelien Titel „Opascula 
iiinifiemotica" und „Mathematische Werke" in drei Bänden im Verlage von Georg Reimer in Berlin erschie- 
iieuen Sammlung von Abhandlungen Jacobi's entnommen. 

Der erste Band (ISiG) besteht aus den zuerst im 2G., 37.. 29., 30. und 32, Bande des Crelleschen 
Journals (Bd. I No 12^13; Bd, I[ No 8-9, 10—13: Bd. III No 17, 19; Bd. IV No 8, U, 16; Bd. VI 
Ko 11—13, 23, 26; Bd. VII No 15 der -vorliegenden Ausgabe von Jacobi's Werken) von Jacobi veröffent- 
lichten Abhandlungen. 

Der zweite Band (1851) erschien nach dem Tode Jacobi's mit einem Vorworte Lejeune Di- 
richlet's und enthält ausser den Abhandlungen Jacobi's aus dem 35., 36., 37., 39., 40. und 42. Bande 
des Crelleschen Journals (Bd. n No 14-21; Bd. III No21— 32; Bd. VI No. 14, 27—28; Bd. VU No 19— 2Ü 
dieser Ausgabe) noch die Auszüge von vier Briefen Hermite'a über Zahlentheorie (Orelle's Journal, 
Bd. 40 S. 261-278 und S. 379-315), von vier Briefen Rosenhain'a Eber die hyp erelliptischen Transcen- 
denten(Grelie's Journal, Bd. 40 S.319— 360) und von einem Briete Richelot's (Crelle's Journal, Bd. 42 
S. 32 — 34), welche in die vorliegende Ausgabe nicht aufgenommen worden sind. 

Der dritte Band (1871) wurde vouBorchardt aus den in seinem Joni'nal aus Jacobi's Nachlasse 
mitgetheilten Abhandlungen (Bd.H No 22-25; Bd. III So 24 — 25; Bd. V No 1 — 2; Bd. VI Nol6 — 17, 
29 — 30; Bd. VII No 9—10 der vorliegenden Ausgabe) und aus der hier nicht abgedruckten Abhandlung 

Luther's „C. G. J. Jacobi's Ableitung der in seinem Aufsätze: „Solution noutrelle d'un prohlhrae fondaimntal 
de Gecdesie" cnikallenen Formeln" (Borchardt's Journal, Bd. 53 S. 342— 365) zusammengestellt. 

BRIEFE JACOBI'S AN BESSEL. 

D Meh hl d d und vierzig Briefe, welche Jacobi in den Jahren 1826—46 an Bessel gerichtet 
1 t und II h n I ra Nachlasse Bessel's vorgefunden haben, bezieht sich auf persönliche Angelegen- 

htud tnlt nh rragendem wisseiisch.ittlicben Werth; für den Abdruck aämmtlicher dreiund- 
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fl dlh UdgRtOt ^ htlll dmtFtl g 

g flhStfgmm did dhthlt wlhd 

1 lilt k s ItlBnhlb b g Ab It 

S 71- SO I d m Bf & JS 391- 93 1 1 g d P d ) d 

T pf Id Bf ! Ighl tthtJ bdTh mbdlilüh 

R t h kte g -aä P H pr& 1 II ta d g H h t 1 m S hl 

1 Hl B I l 1 1 ] d t h K t h kl 3 i 1 m 1 fl 

BUEFE Tic r i \N f \.U 

MtG ImgglKglh C ilhttd W nshft tttg 1 h tf 

BfJl t. d ^dra^lll dltl gfllb mtHI 

fftlhllJ b Nhl hthdggk Bf G fi 

S 93—400 U t Bn f C d H St k !b g b 1 b I 

d Bf llth tish Iblt fitg Itht t J b g hnlh ralh 

Igghb dAlkt mh Sfll hl) Hfal hmO 

nalemehi.iB Schieb dElthljIhbbinildk Jüflgd f 

diesen Brief bezüglichen Änmertungen, in denen auch die Abwei hungen d a D ke vom B efe Jacob 
angegeben sind, hatte Herr Stickelberger die Güte abzufassen 

Auf diesen Brief bezieht sich anch die Bemerkung Jacob s D e e S ze habe h or mebr ! 
zehn Jahren Gauss mitgetheilt" in der Abhandlung „Über die A eis ng und i/ Ä w -ad ng o / 7ah 
iheorie" (Bd. VI S. 2bö dieser Ausgabe). 

S. 395, Z. 3 V. u. Das erste Glied auf de\- rpchten Sei tb Taol ( — ^ " ■) t 

S.396, Z.9. Auf der rechten Seite der Kwniten Cougrueiiz hat Jacobi das Mi i Ui \ i 1/ 

fortgelassen. 

S.39G, Z. 15— 25. Im Originale steht fürp^Tl L = — 16 statt £ = —8. Au erdom mu'isttn 
noch die Vorziehen vöu e für ;i — 71, von d und e für p = 197, ron c für p = 211 von d und e für 
p = 23& geändert werden. Zur Prüfung dieser Tabelle sind viei lon Jacobi nicht angefahrte Gleichungen 

und ausserdem, nach Ersetzung von Va und Vb durch ihre Ausdrucke in diilten und siebenten Tinheit 
wurzeln, Jacobi's Congruenzen modulo p, d.h. die Kuniaiersi,hen Piimfactoien, benutzt iden 

Auf Jacobi'.s Briefe befindet sich neben der Tabelle die handMbiiftli<he 1 emeil „ v ( i i 

gB-i-gß HE l (mod.j>). 

S. 398, Z. li — U. Die hier mit a bezeichnete Zahl ist vorher mit — £ bezeichnet worden; 
weiterhin haben a und b wieder die frühere Bedeutung. 

S. 398, Z. 5 V. u. Auf den rechten Seiten der Congruenzen für il>(r), '/'(r^), V'(''^) fehlen bei 
Jacobi die Slinnszeicben. 

S. 399, Z.8 — 3 V. u. Der hier von Jacobi ausgesprochene allgemeine Satz ist nicht richtig; der 
Herausgeber bat sich aber nicht für befugt gehalten, eine Aenderuiig vormnehmen. 

S. 400, Z.U. Jacobi schreibt hei g = 31 ££^±i/ statt Z = ±5M. Siehe Bd. VI S. 236 dieser 
Ausgabe von Jacobi's Werken. 

S. 401 — 402. Mit diesem Briefe Jacobi's vergleiche man den in Gauss Werken, Bd. II, Zweiter 
Abdruck, S. ÖIG— 518, mitgetb eilten Brief von Gauss an Dirichlet vom 30. Mai 1828. Das dort von 
Gauss aufgestellte Kriterium ist von dem hier von Jacobi gegebenen nur formai verschieden. Man ver- 
gleiche ferner das Bruchstück VIII der Abhandlung „De nexa inter tmhüudinem c/assiuia etc." nebst den dar- 
auf bezüglichen Bemerkungen des Herrn Dedekind (Gauss Werke, Bd. II S. 287 und S. 299—301). 
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420 ANMERKUNGEN. 

S. 401, Z. 6 y. 11. Jacobi's Erklärung der Zahl iV ist nicht correct; JV ist die halbe Anzahl der 
Legendregchea reducirten quadratischen Formen. 

S. 402, Z. 3—16. Gauss hat auf dem Briefe Jacobi's neben der Tabelle die Formeln: 
2N = W-Hl, 
'iv+j+^ I V -f-p— 1 

(-1) a (_ij 

üi^q Ar p 521 
1 11 1 isaeidti LI t jrei-hend den Zahlen. ^ der Tabelle die Zahlen: 

"\=113 1,33737^7, 5, 5 
hinzugefügt Dem f itit D <q A p j21 entöfricht baust. Werke, Bd. I S. 366.^368, art. 303. 

Im Besitze dei tiesellsohaft ter Wissensi-haften zu Guttmgen belindet «ich ferner uo h ein bisher 
niLht yeroftentliohtes Sohieiben Jieobi s vom 29 Juni 1840 in welchem er fui die ErnennunR zum in'! 
■wirtigen Mitghede anstelle von Poisson seinen Dank amspricht unter Tort! assung des Anfangs und 
des Schlu&ssat7es lautet dasselbe 

„In der That li.inn ich ein Retht zu einer olchen Anszei hnung nur m dem anhiltenden Bemnhen 
eilli lien m den (reist der Ichrifteo des au sei ordentlichen Mannes einzudimgefl, nelchen die RoniglKhe 
biueiat zur Zeit an ihrer Spitro sieht und dessen wundeitirei Genim iiii willkürlich an den des Ärchi 
medis erinnert Denn wir finden in se neu Schriften bei L berliefernng des Voilgeh'iltes gleich tiefsinniger 
Entdeckungen auch die vollendete Firm und ileale wissenschaftliche Strenge jenes Alten nieder, und Hie 
dieser neit ubei alle prakfisiheii "Vunendungen welche ihn in dem Munde des Alterthums zur Fabei werden 
hessen den leui mathematischen Gedanken stellte so hat auch Gauss bei aller Bewunderung, aelohe die 
giossere Menge dei ^ illenJung seinei Piaxis zollt seil er an sich immer nur den Haassstab der Tiefe seiner 
Gedanken gelegt" 

■^EPZFicnNi'^s in ^omsLNGr^ wi^lchl ivtoii an den Universitäten 

zu BERLIN UND KuNlGfeBliRG GEHALTEN HAT. 

Das Verzeiehniss der Vorlesungen, welche Jacobi zu Berlin und Koni gsbeig gehalten hat, ist der 
Abhandlung des Herrn Kroneoker „Über die Zeit und die Art der Entslehung der Jaobisdien Tketa- 
formeln" (KroneekerN Joiuml Bd lOS S 3'5 — 334) entnommen und mit Tonehmigun^ des Herrn 
Kronecker hier abgediuckt worden 

Das hier auf S 412 hinzugefugte 'Verzeichniss der Ausarbeitungen Ticobischei Vorlesungen, 
welche sich im Besitze dei Ikademie der Wi seniehaften /u Perha befinden ist nach Mittheilungen dos 
•Herrn Kronecker (S 331 der voiher eituten Abhandluig) und des Herrn Weiersti ass f Sitzungsl erichte 
der Akademie der Wissenschaften zu Berlin Juh 1891 S 679—880) zusammengestellt Die lou Sauu und 
Rosenhain au gearb iteten Hefte, aber nicht die ebenfalls angefihrten AI Schriften deiselte 
dem Nachlasse R Hcnh'iin s 

H 



Dieser bchlusaband von Jacobi s Weiken enthalt die geomeiiischen unl astronomischen Äblidiid 
lungen, ferner Abhandlungen verschiedenen meist hi torisehen Inhalts und ausseidem Buefe JtLobi s an 
Bessel und Gauss Als Anlang ist ein ch onolOj^isch getrdietes Verzeichniss aimmtln.hei Abhindlungeu 
Jacobi's beigefugt welches Herr Hettnei zusammengestellt hat 

Die in diesem Pande enthiltenen Abhandlungen Briefe u s w sind %or dum Drucke Aon den 
Herren Bruns (Noie — 32 2i j HettuerfNoU 2^-'>5 27 — 3^ 35 — 37) Kortum (\) 1 — II 15), 
E. Scheving und Stickelberger (No 34), Tietjen (No Ij), Wangerin (So. 12) revidiit worden, und 
jeder der genannten Herren hat auch eine Correctur der von ihm durchgesehenen Abhandlungen gelesen. 
Ausserdem war Herr Wangerin für den ganzen Band als Oorreefor thatig. 

W. 
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ANJIERKUNGEN. 
Druckfehler im vierten Bande. 



-/<!?- 



S lo4 Z 


1^ 


I es ab statt ob 


9 JO'» Z 


2 


lies V tatt ^i iml statt if^ 


no z 


9 V 


u lies obtinen tatt ol nen 


s ni z 


9 V 


u 1 ea m Nenne ier Formel a tatt 


S 23' 7 


11 V 


1 ea saüsfac t statt sat sflt 


-^ 3faS Z 


4 V 


setze h nte ^ da Ze i ei = 


S 394 Z 


12 Y 


1 es a statt a-^ 


S 40ü 7 


-6 


V 1 es (4) statt (o) 


=1 400 / 


1 T 


fuge 1 nte der zneten deich ng des Sjatems (5) hmKu; etc. 


S 456 Z 


14 7 


1 es las erste Mal Mult pl ater stvtt M It pl atore. 


S 460 2 


1 


l es completu n statt cempletu 



Druckfehler im sechsten Bande, 



. h = 14 einzuschalten. 



Berichtigung einer Stelle im sechsten Bande. 

In ilei in der Anmerkung auf S. 260 des sechsten Bandes ohne Beweis angefühlten, von Kosen- 
lin gefundenen Gleichung, die hier unverändert nach den Originalen (Monatsbericht der Akademie der 
S Journal, Bd. 30 S. 170) abgedruckt worden ist, ist 



Wissensehaffen 


zu Berlin, October 1837 S. 133; Crelle's Jouri 


im Exponenten 


von ß, wie Herr Stickelberger bemerkt hat, 


also lauten: 






,,.,.,_,,, _„-i + ^t 



Druckfehler im siebenten Bande. 
., lies die planetarischen Siürungen stall die planetar 
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Verzeiehniss 
sammtliclior Abhandlungen C. Gr. J. Jitcobi's. 



Die AbhaEdlungei) sind nach den Jalireu ihrer ersten Veröffentlichung, die in dem- 
selben Jahre erschieneneu nach den von Jacobi beigefügten Daten geordnet. 

Von den aus Jacobi's Nachlass herausgegebenen Arbeiten sind die dreinehn zuletzt 
angeführten, sowie die Briefe Jacobi's an Bessel und Gauss, zum ersten Malo in dieser 
ibe von Jacobi's Werken veröffentliclit. 



1825. 
Disquisitiones anaJyticae de fiacLionibus siraplicibus. Dissertatio iiiaugu- 

ralis. Beroüni 3825 lU. 1—44 

1826. 
Über Gauss' oeue Methode, die AVerthe der Integrale näherungswejse v.u. 

finden. Crelle's Journal, Bd. 1 p. 301—308 VI. 3—11 

1827, 

Über den Ausdruck der verschiedenen Wurzeln einer Gleichung durch be- 
stimmte Integrale, Crelle's Journal, Bd. 2 p. 1 — 8 VI. 12—20 

Über eine besondere Gattung algebraischer Functionen, die aus der Ent- 
wickelang der Function (t — 2xz-\-2'^)i entstehen. Crelle's Journal, 
Bd. 2 p. 223—226 VI. 21—25 

Über die Hauptaxen der Flächen der zweiteu Ordnung. Crelle's Journal, 

Bd. 2 p. 227— 233 Ilf. 45-r)3 

Extraits de deux lettres de M. Jacobi de l'universite de Koenigsberg ä M. 
Schumacher. Schumacher'a Astronomische Nachrichten, Bd. 6 No. 133 
p. 33—38 . I. 29— 3ß 

Do residuis cubicis (ommentatio nunieinsa. Crelle's Journal, Bd. 2 p. 66 — 69 VI. 233—237 

Euleri formulae de transfoimatione cooidinatarum. Crelle's Journal, Bd. 2 

p. 188—189 "... Vll, 3-5 

VIT. 54 
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426 VERZEiCÜNlSS SÄMMTLICIIKR ABHANDLUNGEN- C. G. J. JACOBl'S. 

Bö singulari quadam iluplicLS integralis tranwfbnnatione. Crolle's Journal, 

Bd. 2 p. 234-242 JH. 55-66 

Über die lutegration der paiiiellen Differentialgieichungen erster Ordnung. 

Cvelle's Journal, Bd. 2 p. 317—329 JV. 1—15 

tlber die Pfaffsolie Methode, eine gewöhnliclie lineare BifTerentialgleicliung 

zwischen 2n Variabein durch ein System von n Gleichungen zu inte- 

griren. Crelle'-s Journal, Bd. 2 p. 347— 357 IV, 17—29 

"Über die Bestimmung der Rcctascension und Declination eines Sterns aus 

den gemessenen Distan/.en desselben von zwei bekannton Sternen. 

Crelle's Journal, Bd. 2 p. 345— 346 VII. 91-93 

Demonstratio theorematis ad theorlam fuiictionum elüpticariim spectantis. 

Schumaoher's Astronomische Kaclniciiten , Hd. 6 No. 127 p. 133 — 142 I. 37 — 4B 

1828. 

Addiiion an Memoire de i\[. Abel sur les fonctions elliptiqnes, Vol. II 

p. 101 du Journai de M. Grelle. Crelle's Journal, Bd. 3 p. 86 . . . 1. 241— 2-13 

"Über die Anwendung der elliptischen Transcendenten auf ein bekanntes 
Problem der Elementar-Güometiie: „Die Relation zwischen der Distanz 
der Mittelpunkte und den Rtidien zweier Kreise zu finden, von denen 
der eine eiuem un regelmässigen Polygon eingeschrieben, der andere dem- 
selben umgeschrieben iftt". Cfelle's Journal, Bd. 3 p. 376 — 389; Fran- 
zösische Übersetzung: Journal de Liouville, T. 10 p. 435^444, 1845 I. 277 — 293 

Note aur la decomposition d'un nombre donne eu quatre carres. Crelle's 

Journal, Bd. 3 p. 191 ' . . I. 245—247 

Notices sur les fouctions elliptiques. Crelle'a Journal, Bd. 3 p. 192 — 195, 

303—310, 403—404 (Fortsetzung 1829) I. 249-265 

Beantwortung der Aufgabe S. 212 des 3'^" Bandes des Crelleschen Journals: 
„Kann «''"^^1, wenn ft eine Piirazahl und a eine ganze Zahl und 
kleiner ais /i und grösser als I ist, diHTh ,ü,u tlieilbar sein?" Crelle's 
Journal, Bd. 3 p. 301—302 VI. 238— 2:59 

1829. 
Suite des notices sur les fouctions elliptiques. Crelle's Joiunitl, Bd. 4 

p. 185— 1Ö3 1. 266-275 

Fundamenta nova theoiiae functionum ellipticarum. Regiomouti 1829 . . I. 49 — 239 
De functionibus ellipticis commentatio prima. Crelle's Journal, Bd. 4 

p. 371—390 I. 295-318 

Exercitatio algebraica circa disceiptionem Hingularem fractionum, quae 

plures variabües involvunt. Creüe's Journal, Bd. 5 p, 344— 364 . . III. 67—90 

1S30. 

l'roblemes d'analyse. Crelle'.s Journal, Bd. 6 p. 212 VI. 183 

Theoreme de geometrie. Crelle's Journal, Bd. 6 p. 213 VJl. ß 
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De reriolutione aequationum por Kcries iiifuiitas, Creile's Journal, H<1. 6 

p. 25T— 286 \L "26-61 

De fiinctionibus clliptic-is comraeiitatlo altem. Cicllo's Journal, Bd. 6 

p. 397—403 1. 319— ?>-2{> 

1831. 
Note s\ir une iiouvellp üpplicatioii de l'aiialysB des fonctions ülliptiqiies 

k l'algebre. Grelles Joiiriial, Bd. 7 p. 41—43 1. 3-2:— :-^31 

1832. 
De transfonnatione integralls diiplici.s indeflnili 



f 



Ä-\-ßcostf-j-Vsim<p'-\-(Ä'-{-B'cos(f-\-V')iin(p}cöiiip+(A'' -\-H''msfp-^C''!yiDy)}sintp 

in formam simplicloiem 

j- ^ drfdtl- 

.' G^ G ' CCS r/ cos y ^ G"siii)jKin-y- 

Creile's Journal, Bd. 8 p. 253—279, 321— 3S7. Ein Theil dieser Ab- 
handlung erachieu auch unter dem Titel; „Cominentatio de transfor- 
matione integralis duplieis etc., quam auctoritate a. ordinis phiioso- 
phorum pro loco in eo rite obtiuendo D. VII Julii MDCGCXXXII 
publice defendet C. G. J. Jacobi. Regiomonti" Jll. 91 — ir)S 

Anzeige von Legeiidro: „Theorie des fonctions elliptiques, troisieme sx\p- 

jilement". Creile's Journal, ßd. 8 p. 413— 417 1. 373—382 

De theoremate Abeliano observatio. Creüe's Journal, Bd. 9 p. 99 . . . IL 1 — 4 

Considerationes generales de transcendentibna Äbelianis. Creile's Journal, 

Bd. 9 p. 394— 403 IL 5-16 

Observatio a.rithmetica de numoro dassium divisorum qnadraticorum formae 
liy + Azz, designante A uunienim primum formae 4h + 3. Creile's 
Journal, Bd. 9 p. 189—192 VI. 24Ü-244 

1833. 

De transformatione et deterininatione integralium duplicium cominentatio 

tertia. Creile's Journal, Bd. 10 p. 101—128 . IJI. 159—189 

Bemerkung zu der Abhandlung des Heim IVof. Suherli: „Über die Inte- 
gration der Gleichung 

CieUo's Journal, BJ. 10 p. 279 IV. 31— ;U 
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1834. 



j;'„.-i(i -„).-'.» = i±iJL.zj±:j:.Jz^ = iwi®. 



Demonstraljo ibrmuke 

Crelle^s Journal, Bd. 11 p. 307 VI. 62— 6B 

De binis quibuslibet functionibus homogeneis secundi ordiiiis per subatitu- 
tiones lineares in alias binas transformandis, quae solis quadratis varia- 
bilium constant; una cum variis theorcmatis de ti'aDsformatione et 
determinatione integi'alium multiplicium. Crelle'a Journai, Bd. 12 
p. ]— 69 III. J91— 268 

Auszug eines Sdireibens von C. G. J. Jacobi an J. Steiner. Crelk's Joitr- 
na,], Bd. 12 p. 137 — 140; Französische Übei-setzung: Journal de Liou- 
ville, T. 11 p. 237—240, 1846 VII. 7— lü 

Do compositione numerorum e quatuor quadratis. Crelle's Journal, Bd. 12 

p. 167—172 VI. 245-2.^11 

De U8U legitimo formulae summatoriae Maclaurinianae. Crelle's Journal, 

Bcl..l2 p. 263—272 VI. 64—75 

De fractioiie continua, in quam integrale I e~^''dj: evolvere licet. Crelle's 

Journal, Bd. 12 p. 346—347 VI. 76—78 

Über die Figur des Gleicligewichts. Poggendorfl''s Aniialoo, Bd. .^3 

p. 229-233 IL 17-22 

1835. 

De functionibus duamra variabilium quadrupliciter periocUcis, quibiis theo- 
ria trausceiidentium Abelianarum innitituv. Crelle's Journal, Bd. 13 
p. 55—78 II. 23—50 

Dato systeraate n aequationum linearium inter n incognitas, valores in- 
cognitarum per iutegralia definita (n — l)-tuplicia exhibentur. Crelle's 
Journal, Bd. 14 p. 51—55 VI. 79—85 

Observatiunculae ad tbeoriam aequationum pertinentes. Ci'elle's Journal, 

Bd. 13 p. 340—352. (Vergl. die Anmerkung in Bd. V p. 515). . . Ul. 269—284 

Zur Theorie der Gurveu. Crelle's Journal, Bd. 14 p. 56—63 VII. 11—19 

De uau theoriae integralium ellipticorum et integraüum Abelianorura in 

anaiysi Diopbantea. Crelle's Journal, Bd. 13 p. 353— 355 .... 11. 51—55 

Vber den Steinerschen Satz vou deo Primzahlen im J3"" Bande des 
Crelieschen Journals. Crelle's Journal, Bd. 14 p. 64^65; Französische 
Übersetzung: Nouvelles Ännales de Mathematiques, T, 7 p. 268 — 26Ü, 
1848 Vi. 252-253 
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Tlieoi'emata iiova algebraica circa syatema dnariiin aeqiiationum inter duas 
variabilea propositarum. Crelle's Journa], BU. 14 p. 281 — 288; Fran- 
zösische Überaetzuiig: Ncuvüllew Aiiualcs de Matlieinatk|ues j T. 7 
p. 118-126, 1848 Iir. 28Ö-294 

183G. 

Formula transforraatiüiiis mtegralium definitovmn. CroUö's Journal, Bd. 15 

p. 1—26 VI. 86—118 

De elirainatione variabilis e duabus aequationibus algebraicis. Orelle's Jour- 
nal, Bd. 15 p. 101 — 124; Französische ÜbensetzuDg von §. 1 — 12 dmer 
Abhandlung: Noiivelles Annalew do Mathematiques, T. 7 p, 158 — 171, 
287-294,1848 Ili. 295-320 

De iiitegralibus quibuadam duplicibus, quae post transformationem va- 
riabilium in eandem formam retleunt. Grelle's Journal, Bd. 15 
p. 193—198 JII. 321—328 

Fonnuiae novae in tbeoria transcendentium ellipticarum fundamentales. 

Creile's Journal, Bd. 15 p. 199—204 T. Sm—Ul 

De evolutiono expressioois (^-i-2Z'cos5p-|-2;"coHy')-'' in aeriem infinitam 
secundnm eosinus multiplofum utriusque anguli <f, tp' procedentem. 
Creile's Journal, Ed. 15 p. 205-228 VI. 119-147 

De relationibus, quae locuni habere debent inter puncta intersectionis 
duaruni curvarum vel trium superücierum algebraioaruni dati ordinis, 
simu! cum enodatione paradox! algebraici. Creile's Journal, Bd. 15 
p. 285— 308 III. 329—354 

Observationes geometricae. Creile's Journal, Bd. 15 p. 309—312 . . . VII. 20—23 

Über ein neues Integral für den Fall der di-ei Körper, wenn die Bahn 
äes störenden Planeten kreisförmig angenommen und die Masse des 
gestörten vernachlässigt wird. Auszug aus einem Schreiben an die 
Akademie der Wissenschaften zu Berlin. Monatsbericht, Juli 1836 
p. 59—60. Vergl. die Anmerkung zu p. 38 in Bd. IV p. 540. 

Sur le mouvement d'un point et sur un cas particuiier du probleme des 
trois corps. Lettre adressee a TAcadomie des Sciences de Paris. 
Comptes rendus, T. 3 p. 59— Gl IV. 35—38 

Integration d'une classe de fonctions differentieÜes. Exti'ait d'unc lettre 
adressee ä. l'Academie des Sciences de Paria, Comptes rondus, T. 3 
p. 536. Verg!. die Anmerkung zu der Abhandlung; „Zur Theorie der 
Vaiiationarechnung etc." in Bd. IV p. 540. 

Vorläufige Anzeige über die Resultate der Untei-suchungen zur Vervollstän- 
digung der Variationsrechnung, sowie über die Integration der Diffe- 
rentialgleichungen der analytischen Mechanik. Monatsbericht der Aka- 
demie der Wissenschaften zu Beriin, December 1836 p. 115—119. 
Vergl. die Anmerkung zu der Abhandlung: „Zur Theorie der Varia- 
tionsrechnung etc." in Bd. IV p. 540. 
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1S37. 

DemoiiMtratiü et ainplifitatio iiüva, l he uro maus Gaiisaiiiüi de cufvatura In- 
tegra triaiiguli in data superfcie e lineis brevissimis formati. Crelle's 
Journal, Bd. 16 p. 344-350 \U. 26-B3 

Nota de ervoribus quibusdam geometricia, qui in Theoria l'uDctioiiura le- 

guütur. CrellG's Journal, Bd. 16 p.342~M3 VII. 24—25 

Zur Theorie der VariationKreohnung und der Difforeatialgleichungen. Orelie"?; 
Journal, Bd. 17 p. 68 — 82; Franaosiscfie Überaetz-ung: Journal de Liou- 
viläe, T. 3 p. 44-59, 1838 IV. 39-55 

Über die lleduction der Integration der partiellen Differentialgleichungen 
ei-ster Ordnung «wischen irgeud einer Zahl Variabein auf die Inte- 
gration eines einzigen Systemes gewöhnlicber DlfFereutialgleichungeu. 
Crelle's Journal, Bd. 17 p. 97 — 162; Französisohe TJbei-setKung: Jour- 
nal de LiouvJlIe, T. 3 p. 60—96, 161-201, 1838 IV. 57-127 

!Xote aur l'integration des equations differentieiles de !a dynamique. Comptes 

rendus de l'Academie des Sciences de Paiis, T. 5 p. 61 — 67 . . . IV. 129 — 136 
■ Über die Kreistheilung und ihre Änwenduug auf die Zahleotheorie. Aus- 
zug eines Schreibens an die Akademie der Wis.'^enscbafton au Berlin. 
Monatsbei-icht, October 1837 p. 127 — 136; Crelle's Journal, Bd. 30 
p. 166 — 182; Französische Übei'setzung: Nouvelies Annales de Mathe- 
inatiques, T. 15 p. 337—352, 1856. (Vergl. die Anmerkung in Bd. VII 
p. 421} VI, 254-274 

1838. 
Neues Theorem der finaly tischen Mechanik. Monatsbericht dev Akaderaie 
der Wissenschaften zu Berlin, Deeember 1838 p. 178 — 182; Crel]ß's 
Journal. Bd. 30 p. 117—120 IV. 137—142 

1839. 

CrtiKHi arit hm oticus sive tabulae, quibus exhibeutur pro singulis luimcris 
primis vet priraorura potestatibus infra 1000 numeri ad datos indices 
et indices ad datos numeros pertinentes. Berolini 1839. In Jacobi's 
Gesammelten "Werken nicht abgedruckt. 

Note von der geodätischen Linie auf einem EllipNoid und den verschie- 
denen Anwendungen einer merkwürdigen analytischen Substitution. 
Gelesen in der Akademie der Wissenschaften au Berlin am 18. April 
1839. Monatsbericht, April 1839 p. 62—66; Crelle^s Journal, Bd. 19 
p. 309 — 313; Französische Übersetzung: Journal de Liouvillc, T. 6 
p. 267-272, 1841 II. 57-63 

l^ber die complesen Primzahlen, welche in der Theorie der Reste der 5""', 
8'*" und 12""' Potenzen v.u. betrachten sind. Gelesen in der Akademie 
der Wissenschaften zu Berlin am 16. Mai 1839. Monatsbericht, Mai 
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1839 p. 86 — 91; (Jrelle's Journal, Bd. 19 p. 314 — 318; Fi-anzösisdie* 

Übersetzung: Jounml de Liouville, T. 8 p. 268-272, 1843 .... \\. 275—280 

1840. 

Eleineritarer Beweis ainey iiierkwürdigeu aimlytischeü FoiTiiel, uebst einigen 
ans ihr folgenden Zahleusätzea. Crelle's Journal, Bd. 21 p. 13 — -32; 
Französische Übersetzung: Journal de Liouville, T. 7 p. 85 — 109, 
1842 VJ. 281-302 

Xeiie Formein Jacobi's für einen Fall der Anwendung der Methode der 
kleinsten Quadrate. Mitgetheilt von Bessel. Schumacher's Astrono- 
mische Nachrichten, Bd. 17 'So 404 p, 305—306 VII, 387— B88 

Sur un theoreme de Poisson. Lettre adresaee ä M. le President de l'Aea- 
demie des Sciences de Paris. Comptes rendua, T. 11 p. 529 — 530; 
Journal de Lionville, T. 5 p. 350—351, 1840 IV. 143— 14(5 

1841. 
De formatione et proprietatibus deteniiinantium. Crelle's Journal, Bd. 22 

p. 285— 318 HL 

De determinantibus functionalibus. Crelle's Journal, Bd. 22 p. 319 — 359. 

(Vei^l. die Anmerkung in Bd. IV p. 54]) JIL 

De functionibus alternantibus earumque divisione per productum e dilfe- 

rentiis elementorum conflatuni. Crelle's Journal, Bd. 22 p. 360 — 371. III. 
Zur combinatorischoii Analysi-*. ('relle's Journal. Bd. 22 p. 372 — 374 . . 111. 

1842. 

Dilucidatioues de aequationum differentialium vulgarium Hyatematis earum- 
que connexione cum aequationibus dilferentialibus partialibua linea- 
ribus primi ordinis. Crelle's Journal, Bd. 23 p. 1 — 104 IV. 

De integratione aequationis differentialis 

■+(v-^c\'v+-c"'jyu< = 0. 

Crelle's Journal, Bd. 24 p. 1-4 

De motu punoti singularis. Crelle's Journal, Bd. 24 p. 5 — 27 .... 
Demonstratio nova theoiematis Abeliani. Crelle's Jounial, Bd. 24 p. 28—35. 
Sur un noaveaii principe geaeral de la mecanique analytique. Comptes 

rendus de l'Academie des Sciences de Pai'is, T. 15 p. 202—205 . . 
On a new geaeral principle of analytical mechanits. Repoi-ts of the twelfth 

meeting of the British Association for the advancement of science, 

held at Manchester in June 1842; Transactions of the Sections p. 2 — 4. 

Diese Note stimmt im Wesentlichen mit der vorheigeheadeu iiberein. 
Sur l'elirainatioa des noeuds dans le probleme de,s trois corps. Comptes 

rendus de l'Academie des Sciencas de Paris, T. 15 p. 236^255; 
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Scliumaolier's Astronomische Nachriditeii, Bd. 20 Nn. 462 p. 81—98; 
Ci-eile's Joiivaal, Bd. 26 p. 115 — 131; Journal de Lioiiville, T. '.) 
p. 313—333, 1844 rv. 29^-314 

Zusatz zu der Abhandlung: „Sur I'eliuiination des noeuds daiis ie problcmc 
des trois corps". Schuma^her's Äatroiiomische Nachrichten, Bd. 20 
No. 462 p. 99—102 IV. 315—316 

Über einige merkwürdige Ciu'venthooi'eme. Schuinacher's Astronomische 

Nachrichten, IM. 20 No. 463 p. 115-120 Vll. 34—39 

1843. 

Bericht über neue Entwickelmigen in der Störangsrechuung. Auszug aus 
einem in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 9. Febmai' 
1843 gelftsenen Schreiben. Monatsbericht, Februar 1843 p. 50—53 . VII. 94—96 

Note sur les fouctions Abeliennes, lue le 29 mai 1843. Bulletin de la classe 
physico-mathematique de I'Academie des Sciences de St. Petersbourg, 
T. 2 No. 7 p. 96; Crelle's Journal, Bd. 30 p. 183—184 II. 83-86 

Extrait d'uno lettre do M. Jacobi ä M. Hermite. Journal de Lioiiville, T. 8 
p. 505 — 506, 1843, Der Auszug dieses Briefes stimmt im Wesentlichen 
mit der vorhergehenden- Note überein. 

Über die Entwickelung des Ausdrucks 

(au — 2««'[c08wco3 9/ + sin(«siny cos(^ — &')] ~j- a'a')~-'. 
Crelle's Journal, Bd. 26 p. 81—87 VI. 148—155 

Über die zui' numerischen Berechnung der elliptischen Functionen zweck- 
müssigsten Formeln. Crelle's Journal, Bd. 26 p. 93—114, unter dem 
Titel: „Zur Theorie der elliptischen Functionen" I. 343 — 368 

1844. 

Theoria novi multiplicatoris systemati aequationum difl'erentialium vulgarium 

applicandi. Pars I. Crelle's Journal, Bd. 27 p. 199—268 IV. 317-394 

Sopra le funzioni di Laplace, che risultano dalio sviluppo dell' espressione 
(a^ — 2««' [cos« C0S91 + seno, sen?. cos(* - *')] -\- «")"* ■ 
Gioruaie Arcadico, T. 98 p. 59 — 66; Französische Übersetzung: Jour- 
nal de Liouville, T. 10 p. 229—232, 1845. Vergi. die Anmerkung zu 
der Abhandlung: „Über die Entwickelung des Ausdrucks etc." in 
Bd. VI p. 427. 

Sulla condizione di uguaglianza di due radici dell'equazione cubica, dalla 
quäle dipendono gli assi principali di uua suporiicie del second'ordine. 
Giornale Areadico, T. 99 p. 3—11; Crelle's Journal, Bd. 30 p. 46—50. 111. 459—465 

Sul principio dell' ultimo moltiplicatore, e suo uso come nuovo principio 
generale di meceanica. Giornale Areadico, T. 99 p. 129—146; Franzö- 
sische Übersetzung: Journal do Liouville, T. 10 p. 337—346, 1845. 
(Eine kurze Mittheilung über dieses Princip findet sich auch in den: 



Hosted by 



Google 



VERZEICIINiäS SÄMMTL[GiIER ABHANDLUNGEK C. G. J. JACOBI'S. 4öS 

Atti della quinta uiiione degli scieiiziati italiani teiiuta io Liicca iie! 

Settembi-e del 1843, p. 475) IV. 511—522 

Über die Ordnung eines Systems von DiifereiitialgleichuugeD. Gelesen in 
der Akadeuiie der Wiasenschaften zu Berlin am 15. Juli 1844, aber 
nicht veröfTeütÜcht, Vergl. die nachgelassene Abhandlung: „Deinvesti- 
gando ordine systematia aequationmn differiäntialium vulgariura cajus- 
cunque" in Bd. V p. 191 — 216. 

1845, 

Nouveau principe do la dynamique, Bulletin de k claase physico-nia- 
thematique de l'Academiü des Sciences de St. Petersbourg, 'f. 3 No. 3 
p. 33 — 37. Vergl. die Bemerkung zu der Abhandlung: „Theoria novi 
multiplicatoi-is etc." in Bd. IV p, 541. 

"Über eine neue Anflösungsart der bei der Methode der kleinsten Quadrate 
vorkommenden linearen Gleichungen. Schumacher's Asti-ono mische 
Nachiicbteu, Bd. 22 Ko. 523 p. 297-306 III. 467—478 

Theoria novi multiplicatoris «ystemati aequationum differentialium vul- 
garium applicandi. Pars II. Crelle's Journal, Bd. 29 p. 213- — 279, 
333—376 IV. 395-509 

1S46. 

Extraits de deux lettres de Ch, Ilermite a Jacobi et d'une lettre de Jacobi 
adressee a Hermite. Crelle's Journal, Bd. 32 p. 277—299, 176—181; 
Journal de Liouville, T. 11 p. 97—103, 1846 IL 87-120 

"Über ein leichtes Verfahren, die in der Theorie der Säcularstörungen vor- 
kommenden Gleichungen numerisch aufzulösen. Crelle's Journal, Bd. 30 
p. 51— 94 VII. 97—144 

Über die Additionstheoreme der Äbelschen Integrale zweiter und dritter 

Gattung. Crelle's Journal, Bd. 30 p. 121—126 IL 75—82 

Über die Darstellung einer Reihe gegebener Wertho durch eine gebrochene 

rationale Function. Crelle's Journal, Bd. 30 p. 127-156 I!I. 479—511 

Über einige die elliptischen Functionen betreffenden Formeln. Crelle's 

Journal, Bd. 30 p. 269—270 I. 369—372 

Über Descartes Leben und seine Methode, die Vernunft richtig zu leiten 
und die Wahrheit in den Witisenschaften zu suchen. Eine Vorlesung, 
gehalten am 3. Januar 1846 im Vereine für wissenschaftliche Vortrage 
in der Berliner Singakademie. Berlin 1846, W. Adolf und Comp. 
Französische Übersetzung: Journal de Liouville, T. 12 p. 97 — 116, 
1847 VII. 309—327 

"über die Zerfällung ganzer Zahlen in vier complexe Factoren. Gelesen 
in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 5. Januar 1846, 
aber nicht veröffentlicht. 
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c 



über doii Werth, welchen das bestimmte Integral 

!osy — Ssiny 

für beliebige imaginäre Werthe von A und 7? annimmt. Crellc'.s 
Journal, Bd. 32 p. 8— 13 V[. 156—162 

Über den Euierscben Beweis der merkwürdigen Eigenschaften der Pentago- 
iialzahlen. Gelesen in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 
7. Mai 1846, aber nicht veröffentlicht. Vergl, die folgende Abhandlung, 

Beweis des Satzes, dass jede nicht fünfeckige Zahl ebenso oft in eine ge- 
rade als ungerade Anzahl verschiedener Zahlen zerlegt werden kann. 
Crelle's Journal, Bd. 32 p. 164—175 VI. 303—317 

Über die Vertauschung von Parameter und Argument bei der dritten Gat- 
tung der Abelschen und höheren Transoendenten. Crelle's Journal, 
Bd. 32 p. 185—196 11. 121—134 

Vorwort zu A. L. Buscli, Vorschule der darstellenden Geometrie. Berlin, 

Georg Reimer, 1846 , . . VII. 328—331 

über einige der Binomialreihe analoge Reihen. Crelle's Journal, 13d. 32 

p. 197-204 VI., 163—173 

über eine neue Methode zur Integration der hyperelliptischen Differential- 
gleichungen und über die rationale Form ihrer vollständigen algebrai- 
schen Integralgleichungen. Crelle's Journal Bd. 32 p. 220—226 . . II, 135-144 

Extrait d'une iettj'e adressee ä M. Liouvilie. Journal de Liouville, T. 11 

p. 341—342, 1846 III. 513—516 

\Vidmung des ei-sten Bandes der Opuscula mathematica an Friedrich Wil- 
helm IV. C. G. J. Jacobi, Opuscula mathematica, Vol. I, Berolini 1846 VII. 371 — 375 

Eine neue Theorie der Variation der Constanten in den Problemen der 
Mechanik. Gelesen in der Akademie der Wissenschaften an Berlin 
am 26. October 1846. Diese Abhandlung bildet den ersten Theil der 
folgenden. 

Zwei Beispiele zur neuen Methode der Dynamit. Gelesen in der Akademie 
der Wissenschaften zu Berlin am 23. !N'ovember 1846. Monatsbericht, 
November 1846 p. 351—355 IV. 523—528 

Über die Abbildung des EUipsoids auf einer Ebene. Gelesen in der Aka- 
demie der Wissenschaften zu Berlin am 10. December 1846, aber nicht 
veröffentlicht. Vergl. die nachgelassene Abhandlung: „Über die Ab- 
bildung eines ungleichaxigen EUipsoids auf einer Ebene, bei welcher die 
kleinsten Theile ähnlich bleiben" in Bd. II p. 399—416. 

1847. 
Über die Resultate einer AbKÜlilung der Primzahlen, welche um 2 oder 4 
verschieden sind. Gelesen in der Akademie der Wissenschaften /,u 
Berlin am 3. Juni 1847, aber nicht veröffentlicht. 
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Über die Geschichte de« Priiidps der kleinsten Actioii. Gelesen in der 
Akademie der AV is^-enschaften zu Berlin am 15. Juli 1847, aber nicht 
veröffentlicht 

Über die Kenntnisse des Biophantiis von der Zusammensetzung der Zahlen 
aus zwei Quadiaten nebst Emendation der Stelle Probl. Arith. V, 12. 
Gelesen in der Akademie der Wissenscbaften ku Berlin am ü. August 
1847. Mouafebericht, August 1847 p. 265—278 VII. 332—344 

Notiz über A. Göpel. Crelle's Journal, Bei. 35 p. 313— 317; Franzöaisohe 
Übei-setzung; Journal de Liouville, T. 15 p, 357 — 362, 1850. Vergl. 
die nachgelasisene Abhandlung: „Zur Geschichte der elliptischen und 
Abelschen Transcendenten" (Bd. JI p. 515— Ö21) U. 145—152 

1848. 

Über die unmittelbare Verification einer Fundamentalfonnel der Theorie 
der elliptischen Functionen. Gelesen in der Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin am 10. Juni 1847 unter dem Titel : „Über einen 
elementaren Beweis einer Fundamentalformel der elliptischen Func- 
tionen". Crelle's Journal, Bd. 36 p. 75—80 il. 153— J61) 

Über eine particuläre Lösung der partiellen Differentialgleichung 
d'V d'V d'V 
öo)' öy^ dz' 
Crelle's Journal, Bd. 36 p. 113—134 H. 1<>1— 21i; 

De seriebus ac differentiis observatiunculae. Crelle's Journal, Bd. 36 

p. 135— 142 .■ VI. 174-182 

Über die partielle Düferentialgleiohung, welcher die Zähler und Nenner der 

elliptischen Functionen Geniige leisten. Crelle's Journal, Bd. 36 p. 81^ — 88 II. IGl — 170 

Über die Differentialgleiciiung , welcher die Reihen 

1 ± 25 -+- 22*± 25» H , 2I/5 -i- 21/"^ -f- 2 |/p^ H 

Geniige leisten. Crelle's Journal, Bd. 36 p. 97-— 112; Französische 

Übei-setzung: Journal de Liouville, T. 14 p. 181—200, 1849 .... II. ITl— 190 

Über unendliche Reihen, deren Exponenten ungleich in zwei verschiedeneu 
quadratischen Formen enthalten sind. Crelle's Journal, Bd. 37 
p. 61—94, 221-254 II. 217—288 

Auszug eines Schreibens von Jacobi an Schumacher. Schumacher'« Astro- 
nomische Nachrichten, Bd. 28 Wo. 651 p. 43—46 VII. 345 

Über die Beduction der quadratischen Formen auf die tleinate Anzahl 
Glieder. Auszug aus einer in der Akademie der Wissenschaften zu 
Berlin am 9. November 1848 unter dem Titel: „Über quadratische 
Formen und hy per elliptische Functionen" gelesenen Abhandlung. Mo- 
natsbericht, November 1848 p. 414— 417; Crelle's Journal, Bd. 39 
p. 290 — 292; Französische Übersetzung: Journal de Liouville, T. 13 
p. 412—414, 1848 VI. 318—321 
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Briefo Jacobi's an Bessel VII. 377— 38fi 

Briefe Jacobi'a an Gauss VII. 389 — 406 



A'"erz6icliniss der Vorlesungen, welche Jacobi an den Universitäten zu Ber- 
lin und Königsberg gehalten hat. Mitgetheilt von L. Krön eck er. 
Kronecker\s Journal, Bd. 108 p. 332—334 VII. 407- 



Gedächtnissrede auf Carl Gustav Jacob Jacobi. Von Lejeune Dirichlet. 
Abhandlungen der Akademie der Wissenschaften zu Berlin aus dem 
Jahre 1852 p. 1—27 ; Crelle's Journal, Bd. 52 p. 193—217. Französische 
Übersetzung:' Journal de Liouville, 2'' Serie, T. 2 p. 217—243, 1857 
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